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1.1 Mechanische Schwingungen

Als Schwingungen werden Vorgange bezeichnet, bei debrpsiysikalische Grol3en
mit der Zeit in einer Weise verandern, dass bestimmte Mat&immmer wiederkehren,
haufig sogar periodisch, das heif3t in regelmalligen Zstaalden.

Es sind damit alle Vorgange gemeint, bei denen sich beggnidinge zeitlich wiederholen.
Von mechanischen Schwingungen spricht man, wenn es sictielnephysikalischen Grol3en
z.B. um die Verschiebungen der Massenelemente eines nmschan System handelt.

Jedes mechanische System, das eine stabile Gleichgeagshbesitzt, ist ein schwingungsfahi-
ges System. Die Gleichgewichtslage eines mechanischeary$eildt stabil, wenn bei einer
Storung des Gleichgewichts Krafte geweckt werden, deeSiestem in seine Gleichgewichtsla-
ge zuriucktreiben, so genannte Ruckstellkrafte. WeesatiBewegungsvorgang sehr langsam
(quasistatisch) erfolgt, spricht man von einem Kriechaoig Haufiger trifft jedoch der Fall
auf, dass das System seine Gleichgewichtslage mit einasgemwGeschwindigkeit erreicht.
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Dann kann, wegen des Beharrungsvermogens
der tragen Masse des Systems, die Gleichge-
wichtslage nicht sofort wieder eingenommen
werden, sondern das System bewegt sich

dariiber hinaus weiter. Die Rickstellkrafte ~u1¢1age . Ruhelage
: o (potentielle \ (potentielle
andern ihre Wirkrichtung, um das System € Energie) \

neut in die Gleichgewichtslage zu bringen.
Das System kommt in einer ausgelenkten La- \
ge momentan zur Ruhe, um sich dann wieder rrrrrrr
zur Gleichgewichtslage hin zu bewegen, die

; . Energie)

Gleichgewichtslage
das nachste Mal mit einer anders gerichteten (Bewegungsenergie)

Geschwindigkeit passiert wird. Dieser Vor-
gang wiederholt sich dann periodisch. Ein ty-
pisches Beispiel, des eben beschriebenen ist
das Pendel, dessen Bewegung in Bild 1.1 schematisch deligisst

Bild 1.1: Pendelbewegung

Bei einer solchen Schwingung eines mechanischen Systemsginm Gleichgewichtslage fin-

det ein standiger Austausch zwischen Bewegungsenermieti§cher Energie) des Systems
beim Durchgang durch die Gleichgewichtslage und potdeti&nergie (elastischer Energie
oder Lageenergie) des Systems in der Umkehrlage (in derygdier momentan in Ruhe ist)

statt.

Bei realen Systemen erfolgt dieser Energieaustausch wachistfrei. Vielmehr wird standig
ein Teil der Schwingungsenergie in andere Energieforme®. /armeenergie) umgewan-
delt oder an die Umgebung in Form von etastomechanischelemM@bgegeben (Luftschall,
Korperschall). Dadurch nimmt die SchwingungsenergieSietems und damit auch die Ge-
schwindigkeit, mit der das System die Gleichgewichtslaggsyert, bestandig ab, falls es sich
um freie Schwingungen handelt, bei denen nur wahrend dé&angsstorung eine Energiezu-
fuhr erfolgt. Die Schwingungsausschlage, d.h. die Atdgdzwischen der Gleichgewichtslage
und der Umkehrlage der Massenelemente, werden von Schmgsgyklus zu Schwingungs-
zyklus immer kleiner, und irgendwann nimmt das System dedBbewichtslage wieder ein.
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a) gedampfte Schwingung b) angefachte Schwingung

Bild 1.2: Gedampfte und angefachte Schwingung

Diese Abnahme der Schwingungsenergie einer freien Sclhwmgliese Energiedissipatign
wird als Schwingungsdampfung bezeichnet, siehe Bild. 1lamgekehrten Falle, wenn Ener-
gie dem System zur Anregung der Schwingung zur Verfugustetiewird, spricht man von
»angefachten Schwingungen®, siehe Bild 1.2b.

Die stabile Gleichgewichtslage muss nicht unbedingt eiattssshe Ruhelage des betreffenden
Systems sein. Vielmehr kann es sich auch um eine statigwegung mit einem ausgegli-
chenen Krafte- bzw. Momentenhaushalt handeln.

Zum Beispiel kann ein Turbinenlaufer, der im stationaBstrieb mit konstanter Drehzahl
rotiert, Torsionsschwingungen oder Biegeschwingungéativezu dieser gleichsinnigen Be-
wegung ausfuhren, die durch Dichteschwankungen des Megidurch Ungleichformigkeiten
des Antriebs oder durch eine Unwucht des Laufers selbstrs@cht werden. Diese Schwin-
gungen sind unerwiinscht und werden deshalb als Storsghwyjen bezeichnet. Diese konnen
fur die Konstruktion durchaus gefahrlich werden, zuneisidhre Funktion beeintrachtigen. Wir

Der Begriff Dissipation stammt vom russischen Nobelpragger fiir Che-
mie llja Prigogine (1917-2003), der sich mit dissipativemugturen,

Selbstorganisation und Irreversibilitat befasste. Ubissipation wird da-
bei die Untersuchung von Strukturen verstanden, die sidtt ith thermo-
dynamischen Gleichgewicht befinden, oder nach Prigoglieeparadoxe
enge Verbindung, die zwischen Struktur und Ordnung eilitsrgad Dis- ;
sipation und Unordnung andererseits bestehen kann“. lgdigleren ist ”
somit das Gegenteil von strukturieren gemeint und bedalgetso viel fﬁ
wie ,verteilen* oder im energetischen Sinpenwandeln®. llja Prigogine (1917-2003)
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werden im nachsten Abschnitt hierzu noch ein paar Beisgehnen lernen.

In der Technischen Schwingungslehverden wir uns mit den Grundlagen dieser Phanomene
befassen. Die technischen Anwendungen hierzu werden daden entsprechenden Vertie-
fungsfachern vermittelt. Die folgende kleitbersicht gibt einen Einblick in die Teilgebiete,
in denen mechanischen Schwingungen eine entscheidenesRialen.

Maschinendynamik Die Maschinendynamik untersucht die Wechselwirkung ziagscKraf-
ten und Bewegungen in Maschinen und deren Bauteilen. Insbdese werden deren
Schwingungsverhalten analysiert und kritische Frequefireden Betrieb berechnet.

Rotordynamik Ein Rotor (lat. rotare: kreisen), im Gegensatz zum Stastrder sich dre-
hende (rotierende) Teil einer Maschine. Beispiele hiesitid Elektromotoren, Gasturbi-
nen, Pumpen oder Verdichter. Die Rotordynamik ist ein Biilgt der Maschinendyna-
mik und untersucht die Wechselwirkung zwischen Krafted Bewegungen in Rotoren.
Hauptanwendungen sind hierbei Biege- und Torsionsschwiggn von Wellen, wobei
das Berechnen so genannter kritischer Drehzahlen einentlieke Rolle spielt.

Baudynamik Die Baudynamik, im Gegensatz zur Baustatik, befasst siahdem Berech-
nung und Beurteilung dynamisch belasteter Bauwerke. $oR#lastungen entstehen
beispielsweise durch Winderregung, Erdbeben oder ducfdasige Lasten infolge ei-
nes Anpralls. Ebenfalls wird die generelle Schwingunggitigkeit eines (schlanken)
Bauwerks untersucht.

1.2 Ndutzliche und geéhrliche Schwingungen

In der Praxis gibt es sowohl Falle, in denen die Schwingargviinscht sind, weil sie zur
Funktion eines Systems notwendig sind, als auch Falleemed die Schwingungen eines Sy-
stem als storend empfunden werden, weil sie die FunktienSystems beeintrachtigen, oder
weil sie, durch die damit verbundene Beanspruchung derdBaltie sogenannte Schwingbe-
anspruchung), die Lebensdauer der Konstruktion mindern.

Schwingungen sind aber nicht immer unerwiinscht. So wideespielsweise Schwingforderer,
Schwingschleifer, Uhren oder elektrische Zahnbursteredchwingungen ziemlich nutzlos.

Im Bauwesen werden zum Beispiel Schwingungen im Massivieaielj eingesetzt, und zwar
um den Frischbeton zu verdichten. Nachdem der flieRendenB#onal in seiner fur ihn vor-
gesehenen Schalung gelandet ist, kommen hierfur zweicdwiiBgungen basierende Maschi-
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b) AuBBenruttler

Bild 1.3: Rittler im Baustelleneinsatz

nen zum Einsatz, um eingeschlossene Luft aus dem Betonikarireso genannte Innen- und
AuRRenrittler. Innenrittler sind VerdichtungsgeraaemDIN 4235 Teil 2. Vereinfacht besteht
ein solcher Ruttler aus einem Antriebsmotor und der flexitAntriebswelle unterschiedlicher
Lange, an deren Ende die Ruttelflasche angebracht isteseidbefindet sich eine Schwung-
masse, die die Ruttelflasche in eine mechanische Schwynggmsetzt, Bild 1.3a.

Wird die Ruttelflasche in den Frischbeton eingetaucht, saden die Schwingungen auf den
Frischbeton Ubertragen. Innenrittler sind die fur dan®elleneinsatz gangigen Verdichtungs-
gerate. Beim Aul3enruttler werden hingegen die mechhars&chwingungen des Rittlers, der
an der AuBenseite der Betonschalung befestigt ist, UleeBchalung in den Beton Uibertragen
(Bild 1.3b). AuRRenruttler werden vor allem bei der Herisiiey) von Betonfertigteilen verwen-
det.

Soweit zu der Tatsache, dass Schwingungen durchaus esitiumsi ﬂ
natzlich sein konnen. Der Fall, dass die Schwingungemwiinescht
sind, kommt in der Praxis zum Leidwesen der Ingenieurediligs TH
weit haufiger vor. Eines der bekanntesten Beispiele higefert die |
bei Tacoma im US-Bundesstaat Washington Uber dem PugeidSo
fuhrende Hangebriicke, die am 1. Juli 1940 eroffnetedeuam am
7. November 1940 wieder einzustiurzen. Das schlanke ucttéei
Bauwerk war sehr anfallig gegentuiber Schwingungen irfdgnd-
belastungen.

|y

Theodore von Karman

Wird das Bauwerk seitlich angestromt, so kommt es zu WaitiéH
sungen, die die Konstruktion in Schwingung versetzen konDie-
ses von dem ungarisch-deutsch-amerikanischen Ingenieadbre von Karman (1881-1963)
im Jahre 1912 entdeckte Phanomen wurde 28 Jahre spated@uBauingenieuren schlagartig

(1881-1963)
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Bild 1.4: Schwingungserregung und Einsturz der TacomaadvaBridge

klar. Denn leider hatte die durch einen sogar eher maRRiged Werursachten Wirbel eine Ei-
genfrequenz der Briicke genau getroffen. Didbereinstimmung der Frequenzen von auRerer
Erregung und der Eigenfrequenz, eine Systemeigenschafastruktion, fuhrte zu einer so
genannten Resonanz. Damit wuchsen die anfanglich klesebmingungsausschlage mit der
zeit immer starker an, bis das ganze Tragwerk schlieRlitdtizzte. Im Abschlussbericht zur
Untersuchung der Katastrophe heil3t gss wurde nicht erkannt, dass die aerodynamischen
Krafte, die sich in der Vergangenheit schon bei viel leichtamd Kirzeren flexiblen Enge-
bricken als verngnisvoll erwiesen hatten, auch auf einen so grof3en Bauligi@acoma
Narrows Bridge Einfluss haberinten.

Wie bei vielen solcher Ereignisse sind diese sowohl trégéds auch lehrreich fur die Wis-
senschaft und fur die Konstruktion zukiinftiger Brucksfit modernen Berechnungsverfahren
und computergestutzten Simulationen sind solche Katalsém heute vermeidbar.

Ein ahnlicher Effekt, der auf sich periodisch
ablosende Wirbel beruht, stellt das so genan
te Flattern eines Flugzeugtragflache dar, bei de
der Wind ebenfalls gleichformig angestromt wird
Die Untersuchungen einer Flugzeugkonstruktio
bezuglich des Flatterns spielt eine entscheide
der Rolle beim Bau von Flugzeugen. Die Gesamt-

heit der sich ablosenden Wirbel wird nach ihrem Bild 1.5: Karmansche Wirbelstral3e
Entdecker auch Karmansche WirbelstraRe (engl.:

Karman Vortex Street) genannt. Bild 2 Zeigt eine Visualisierung dieser WirbelstraRe in einer
Seifenhaut, in die ein runder Glasstab als Hindernis eiifgéfvurde Ahnliche Experimente
lassen sich auch im Windkanal mit gefarbtem Rauch zeigen.

2aus M. A. Rutgers, X-I. Wu, and W. I. GoldburgThe Onset of 2-D Grid Generated Turbulence in Flowing
Soap Films*, Phys. Fluids 8, S7 (Sep. 1996).
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Ein weiteres Beispiel, bei dem die Schwingung eines Systgeféhrlich werden kann ist die
durch sie hervorgerufene zyklische Beanspruchung eineteBs die sogenannte Schwingbe-
anspruchung, die die Lebensdauer der Konstruktion minki@nn. Dieser Effekt tritt auf, da
der Werkstoff sich unter einer schwingenden (zyklischeequspruchung anders verhalt als
unter quasistatischer Belastung. Das kann der Leser sehels einem kleinen Experiment
nachvollziehen. Alles was man dazu braucht ist eine haadkthie Buroklammer oder ein
Stuick Draht. Wenn man den Draht brechen will, so gelingtrdelst durch einfaches biegen.
Es gelingt jedoch sehr leicht, in dem man den Draht sehr afuhd her biegt (also zyklisch
belastet). Nach bereits wenigen Zyklen ist das Matendlde" geworden und der Draht bricht
durch, man spricht von einem Ermudungsbruch.

Gerade aber diese dynamische (schwingende) Beansprustalihgei Bauteilen von Maschi-
nen die haufigste Belastungsart dar. Die Zahl der Lastve¢¢BAgklen von Be- und Entlastung)
ist in vielen Fallen sehr gro3, was zu der eben erwahntelefidéermiidung fuhrt. Hierzu un-
terscheidet man drei idealisierte Grundtypen von Beamspmgsablaufen (Bild 1.6):

I) dieruhende Beanspruchungwenn eine ziigige Belastung auf einen Hochstwert erfolgt
der dann konstant bleibt,

II) die schwellende Beanspruchungwvenn die Belastung wiederholt von null auf den Hochst-
wert und wieder auf null erfolgt (zyklisch),

lIl) die wechselnde Beanspruchungoei der die Belastung zwischen gleich grof3en positiven
und negativen Hochstwerten wechselt.

Die ertragbare Spannung bei schwellender Beanspruchiegp djenannt&chwellfestigkeit
Ousen, 1St Naturlich deutlich geringer als die Zugfestigkei diei ruhender Beanspruchung er-

I) ruhende- II) schwellende- [II) wechselnde Beanspruchung
0, 04 04
o1 |-
on |-

TNAN
t ERAYAY

v
v

Bild 1.6: Idealisierte Grundtypen von Beanspruchungeafiel’i
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los & Ku_rzzeit- Z.eit-. Dauer-
574 festigkeits- ceits- festigkeits-
bereich ich bereich
~
).\{ hlerlinie
N
Op . \\ R TR (X "
10° 10° 106 100 logN

Bild 1.7: Darstellung der Wéhlerversuche

mittelt wird. Die ertragbare Spannung bei Wechselbeam$pmyg, dieNVechselfestigkeitr, 4.,
ist nochmals geringer als die Schwellfestigkeit.

Schwellende oder wechselnde Beanspruchungen von ProlieBauteilen lassen sich mit
relativ einfachen Prifmaschinen realisieren. Derarffigewingfestigkeitsversuche nennt man
Einstufenversuche (constant amplitude tests) ddéhlerversuche nach dem deutschen In-
genieur August Wohler, der 1863 erstmals solche Versuelsetieb, die er an Achsen von
Eisenbahnwaggons durchgefuhrt hatte.

Wohlerversuche werden stets mit mehreren Prifteilen und
mit unterschiedlicher Beanspruchungshohe durchgefidiar
Auswertung werden die Bruchlastspielzahlen beim jeweilig
»Spannungshorizont’ aufgetragen. Im doppelt-logaritichnes
Mal3stab lassen sich die Mittelwerte der Versuchsergebniss |
bei den hoheren Beanspruchungen, im so genaniégie-
stigkeitsbereich durch eine Gerade, di&/6hlerlinie, nahe-
rungsweise beschreiben, Bild 1.7. Die Wohlerlinie gibt im
Zeitfestigkeitsbereich die mittlere ertragbare Lastizpial fur
einen bestimmten Spannungswert an.

August Wohler
(1819-1914)

Die Lastspielzahlen im Zeitfestigkeitsbereich liegensohkien

103 und 10° — 107. Unterhalb dieses Lastspielzahlbereiches spricht markumrnzeitfestig-
keit. Die Kurve, die die Versuchsergebnisse annahert, viéitadiesem Bereich flacher als die
Wohlerlinie und endet bei der Lastspielzatideim Wert der Zugfestigkeit R

Bei Bruchlastspielzahlen oberhalb vod® bis 107 lassen sich die Ergebnisse durch eine ho-
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rizontale Gerade annahern. Man spricht vDauerfestigkeitsbereich Der zugehorige Span-
nungswert ist die Schwellfestigkeit bzw. die Wechselfgatit des Werkstoffs.

Wohlerversuche werden nicht nur bei schwellender Beama$ping (Mittelspannung = halber
Spannungshochstwert) oder wechselnder (Mittelspanau)gsondern auch bei anderen Mit-
telspannungen gefahren.

Die realen Beanspruchungsatiufe in Bauteilen beim Betrieb einer Konstruktion unterschei-
den sich von den idealisierten Grundtypen dadurch, dasSghenungsamplituden nicht kon-
stant sind, sondern sich von Lastspiel zu Lastspiel anderder Regel sogar zufallsartig.
Dies erfordert dann weitergehende Betrachtungen, mitrdsizh die Betriebsfestigkeitsleh-
re beschaftigt.

Die Auswirkungen solcher Lastspielzyklen konnen i
der Praxis katastrophale Folgen haben. Man den
hier an einen Ermiuidungsbruch von Turbinenscha
feln bei Flugzeugturbinen oder von PKW-Achsen
Bild 1.8 zeigt den Schwingbruch im Zahnful3 der An-=
triebshalbwelle eines Sportwagénéuch der Bruch |
der Tacoma Bridge ist letztendlich auf ein Ermude
der Tragstruktur infolge der enormen Schwingbean==
spruchung zurtickzufiihren. Die Briicke schwingte vo_

dem Versagen noch eine geraume Zeit mit groRen =
Amplituden.

Bild 1.8: Schwingbruch

Zu den bekanntesten Schadensfallen gehorten in die-

sem Zusammenhang die Liberty-Schiffe. Hierbei sind zwesch943 und 1946 etliche sol-
cher Frachter schlichtweg in zwei Teile zerbrochen. Gruedir waren die zyklischen Bela-
stungen infolge des Seegangs, welchem die Schiffe auggesatn. Die damals verwendete
Schweildtechnik steckte noch in den Kinderschuhen (vorieden Schiffe genietet). In kalten
Gewassern wurden die Schweil3nahte sprode und so zeéorde Schiffe ohne jegliche Vor-
ankiindigung. Ein weiteres Problem war der hohe Stickgtbidlt des verwendeten Stahl, der
die Neigung zu Sprodbriichen forderte. Innerhalb vomzkthren sanken etwa hundert Schiffe.
Erst die Weiterentwicklung der Schweifl3technik und die kiteng schweil3barer Stahle mit
hoher Festigkeit und Duktilitat verhinderte solche Katgshen.

3Quelle: Institut fir Werkstoffanwendungen im MaschinanpRWTH Aachen
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Bild 1.9: Sprodbruch eines Liberty-Schiffes

1.3 Schwingungen und Komfort

Als Ingenieure haben wir nicht nur die Verantwortung Kouaktionen zu entwickeln die sicher
sind, sie sollen auch wirtschaftlich und vor allem dem Kundeenlich sein. Denken wir an
Transportmittel wie Flugzeuge, Schiffe, Automobile und Bahn, so leuchtet sofort ein, dass
die Passagiere nicht nur sicher, sondern auch moglicmstdatabel von A nach B kommen
wollen.

Hierbei sind Schwingungen in einem weiten Frequenzspek-
trum moglich und jede Frequenz hat dabei seine eigene Aus-
wirkung auf das Wohlbefinden des Menschen. Nehmen wir _
ein recht einfaches, lediglich als storend empfundenés Be |
spiel: das,zittern" des Lenkrads oder des Riickspiegels im I
Automobil. Beides muss bei der Konstruktion eines Auto-
mobils konsequent vermieden werden, denn der Kunde soll 4
den Verkehr und nicht das Schwingverhalten seines Lenk-
rads beobachten. Beim Rickspiegelzittern kommt noch hin-
zu, dass ein klares Spiegelbild dabei nicht mehr moglich is
Solche Storungen mochte der zahlende Kunde schlichtweg Bild 1.10: Motorlager
nicht haben und sie sind umso argerlicher fur ihn, je melffiiresein Auto bezahlen musste.

Daher wird gerade im Automobilbau sehr viel Wert auf einensngungstechnisch optimal
ausgelegte Fahrzeugstruktur gelegt: so werden Motorettéemipfende Lager gestellt (Bild 1.10
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zeigt einen Schnitt) oder Getriebe- und Antriebswellenisdv@nkungsgestange vermittels Ge-
lenkscheiben (Hardy-Scheiben, Bild 1.11) unterbrochendasUbertragen von Schwingung-
en zu vermeiden.

Betrachten wir nun die Sache etwas allgemeiner: Viele
Menschen vertragen namlich das Reisen nicht. Bei und
Schiffen ist das Phanomelseekrankheit’ weit verbreitet.
Ursache sind auch hier Schwingungen, die ein Schiff ode
ein Flugzeug unweigerlich durchfuihrt. Die erste Klasse be
findet sich dabei immer dort, wo solche Schwingungen zum
Einen weniger spirbar und zum Anderen weniger horbar

sind. Der Schall kann, wie wir nun wissen, ebenfalls als

Schwingung aufgefasst werden und stellt ein weiteres wich-Bild 1.11: Hardy-Scheibe
tiges Komfortkriterium dar.

In Tabelle 1.1 aus [4] sind die Einwirkungen von Schwingungef das Wohlbefinden des
Menschen dargestellt. Naturlich sind diese Werte reirghtRierte, denn das Empfinden ist
sehr subjektiv und hangt zudem noch von der Umgebung, alsder Luft und dem Wetter ab.
So wirken sich in manchen Autos und in Ziigen der Geruch vdawe oder gut gemeinten
Duftbaumchen auf bestimmte Personen noch weiter negadivad einer griinen Gesichtsfar-
be wahrend der Fahrt steht nichts mehr im Weg.

Gerade beim Fliegen werden die Passagiere mit einem bi®&gektrum an Schwingungsfre-
guenzen konfrontiert: Die Triebwerke (60-40.000Hz), digtgerausche (150-40.000Hz), die
Turbulenzen und Boen (0-5Hz) sowie die Verformung der Ebugystruktur (1-40Hz) bieten
dem Fluggast gute Gelegenheit fur eine ordentliche RoRieiselbelkeit.

= Schwindelgefuhl 20-10000Hz

(c/c.)) Verstandnisschwierigkeiten| 100-8.000Hz
Gehorschaden 1.000-10.000Hz

c Tast-Empfindungen 0.1-100000Hz

2 | Schwindel und Unsicherheit 0,1-100Hz

% Seekrankheit 0,3-1Hz

E Atemnot, Leibschmerzen | 5-12Hz

@ | Sehstorungen 1-100Hz
Hitzegefuhl und Zellschadep>10.000Hz

Tabelle 1.1: Einwirkungen von Schwingungen auf das Wohtblefn
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Die hier aufgezeigten Fakten zum Thema Schwingungskorsifuitkeineswegs akademischer
Natur. Sie werden bei der Entwicklung bereits ab der Korpegte von Fahrzeugprojekten
akribisch beachtet. Hierbei ist die Beurteilung des Zusamspiels der Komponenten Karosse-
rie, Fahrwerk und Antrieb bezuglich ihrer schwingungbkteschen und akustischen Konzepte
von grof3er Bedeutung. Auch hier spielen moderne Berechsvenighren und Simulations-
methoden eine grofRe Rolle. In dem vorliegenden Kurs werdemuwn die Grundlagen fur
das Verstandnis schwingungstechnischer Probleme legeas dem Studenten erlauben, sich
in weiterfuhrende, insbesondere numerische Verfahrender Mehrkorpersimulation (MKS)
oder der Finite Elemente Methode (FEM) einarbeiten zu konn

1.4 Grundbegriffe

Die wichtigsten Begriffe der Schwingungstechnik habeneigentlich alle bereits anhand der
gezeigten Beispiele kennen gelernt: Wir sprachen von &eribrequenz, Amplituden oder
von Dampfung und wussten aufgrund unserer Schulbildunb gleich was gemeint war. Wir
wollen diese Begriffe im Folgenden aber etwas systematrsécisammenstellen und so lang-
sam, nahezu homoopathisch zu den eigentlichen mathemati®eschreibungen von Schwin-
gungsvorgangen kommen.

Bild 1.12: Periodische Schwingung

Wir betrachten eine zeitlich veranderliche physikales¢rolRer = z(t). Wenn diese Funk-
tion nun periodisch ist, gibt es zu einer beliebigen Steléne Stellet + T, bei der sich der
entsprechende Funktionswert wiederholt, also wenn gilt

x(t)=z(t+T).
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Die Zeit T wird hierbei als die Periode oder als die Schwingdauer dete8ys bezeichnet.
Diese Periodizitat des Systems treffen wir immer wiedas Heil3t wir konnen auch etwas
allgemeiner schreiben

z(t)=z(t+nT) fur n=1,2,---.

Das ist doch schon mal ein schones Ergebnis und daher wweltetias soeben festgestellte
auch in einer Definition festhalten.

Definition 1.1: Eine Schwingung:(¢) heif3t periodisch, wenn sich zu einem beliebigen
Zeitpunktt und einem: +nT (n = 1,2, - - -) die Bedingung

x(t) =zt +nT) fur n=1,2--- (1.2)

erfullt ist, wobei die Zeifl" als die Periode der Schwingung bezeichnet wird.

In Bild 1.12 ist eine solche periodische Schwingung darjiésDie Schwingdauer kann hier
ganz einfach abgelesen werden: man merkt sich eine bediebigy signifikante Stelle (z.B. ein
Minimum oder Maximum) und schaut sich dann die Stelle angdbesich der Funktionsverlauf
wiederholt. Der Abstand zwischen diesen beiden Stelleteish die Periodé'.

Ein Ubliches Mal3 fur die Charakterisierung des Schwingakens
ist die Anzahl der Perioden innerhalb einer Sekunde. Died als
Frequenzf der Schwingung bezeichnet und berechnet sich aus d¢
Kehrwert der Schwingdauér:

Die Dimension der Frequenz wurde 1935 nach dem deutschen Pf ‘
siker Heinrich Rudolf Hertz (1857-1894) benannt und yilz* ab- Heinrich Rudolf Hertz

gekurzt: (1857-1894)
IHz=1s"'=1/s.

Neben der Frequeng definiert man noch die so genanidesisfrequenz w als Anzahl der
Schwingungen irRrSekunden:
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Definition 1.2: Der Kehrwert der Period@' einer gemalf Definition 1.1 periodischemn
Schwingung wird als ihre Frequerfzbezeichnet:

1
= — =1/ 1.2
f=7 [Hz=Us], (1.2)
ihr 2r-faches ist die Kreisfrequenz

w:=2rf = 2 [27/s]. (1.3)

Ein weiteres markantes Merkmal dieses funktionalen Véslaind seine maximalen und mi-
nimalen Ausschlage, also die Wertg,, undz,,;,. Diese kann man aus dem Funktionsverlauf
in Bild 1.12 einfach abmessen. Hieraus lassen sich dannm@ifAide A der Schwingung zu

Lmax + Lmin

2

A=

sowie der Mittelwertr

Tmax — Tmin
Lo = 9
die so genannte Gleichgewichtslage, berechnen, um weleh8atiwingung stattfindet. Die
Amplitude beschreibt somit den maximalen Ausschlag dem@aiung gemessen von der

Gleichgewichtslage aus.

Definition 1.3: Sind zy,,x = r?aRx[:c(t)] und die maximalen und,;, = rpiﬂ?[:c(t)] die
S S
minimalen Werte einer periodischen Funktioft) nach (1.1), so bezeichnen

. Tmax + Lmin

A = Zmax T Tmin (1.4)

die Amplitude und

To = Lmax 7 Lmin (1.5)

den Mittelwert der Schwingung.
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1.5 Darstellung von Schwingungen

1.5.1 Verlauf von harmonischen Schwingungen

Ein wichtiger Sonderfall der periodischen Schwingung istrdarmonische Schwingungbei
der sichz(t) rein sinus- oder kosinusformig andert:

x(t) = Aysinwt  bzw. z(t) = As coswt (1.6)

Darin sind A, » die Amplituden nach (1.4) und die Kreisfrequenz nach (1.3). Die Verlaufe
der beiden Funktionen sind in Bild 1.13 dargestellt, wokiei Amplitude A, der Kosinus-
schwingung doppelt so grol3 gewahlt wurde wie die Amplitddeder Sinusschwingung. Die
Periodizitat ist in beiden Fallen gleich, namli¢h= 27 /w.

(1)

A, - x(t) = Ay coswt
A x(t) = Agsinwt
.1

| wl =27 |
|

Bild 1.13: Harmonische Schwingung als Sonderfall der mksichen Schwingung

1.5.2 Zeigerdiagramm undUberlagerung zweier Schwingungen

Eine harmonische Schwingung kann erzeugt werden, indemaimam Punkt auf einer ro-
tierende Scheibe betrachtet. Nehmen wir hierfur eine iBeheom Radius 1 (Einheitskreis),
welche mit der Winkelgeschwindigkeitrotiere und betrachten einen Punkt auf dem Rand der
Scheibe. Zur Orientierung legen wir ein Achsenkreuz in dieefbenmitte, Bild 1.14.

Die Ausgangslage des Punktes bezeichnen wirfmiNun lassen wir die Scheibe rotieren,
wobei sich der Punkt in die Lage’ bewegt. Der hierbei zuriickgelegte Winkel betragt

Der vertikale Abstand zur horizontalen Achse betragt damwt und der horizontale Abstand
zur vertikalen Achseos wt. Wenn wir den vertikale Abstand Uber den Winkel auftragen,
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'w/ I il x(t) = sin(wt)
/ : | x(t) = cos(wt) |

Bild 1.14: Darstellung einer Schwingung im Zeigerdiagramm

erhalten wir somit eine reine Sinusschwingung
x(t) = sinwt .

Das Abtragen des horizontalen Abstands uber den Winkelgtzeine reine Kosinusschwin-
gung

x(t) = coswt .
Die zeitlichenAnderungen der horizontalen bzw. vertikalen AbstandeRiesktesP beschrei-
ben somit harmonische Schwingungen. Die Darstellung desvé€ktors (Zeiger) voi auf der
zugehorigen Kreisbahn bezeichnet manvaktorbildoderZeigerdiagramm

Eine harmonische Schwingungen kann als zeitli&hderungen der horizontalen bzw
vertikalen Abstande eines Punktes auf einer Kreisbahyedagst werden. Die Darstel-
lung des Punktes mit seinem Ortsvektor witgktorbildoderZeigerdiagramngenannt.

Die Schwingamplituden haben dabei jeweils den Wert 1. Nehwie statt des Einheitskrei-
ses eine Scheibe mit einem Radidsso erzeugen wir harmonische Schwingungen mit der
Amplitude A:

x(t) = Asinwt und z(t) = Acoswt.

Wenn wir dariiberhinaus noch die Ausgangslage des Puaktas den Azimutwinkelpy ver-
schieben, Bild 1.15, so erzeugen wir eifbasenverschiebungder Schwingung in positive
t-Richtung. Im Falle der Kosinusschwingung also eine Schwuirg der Form:

z(t) = Acos(wt — @) mit ¢ € [0; g] :

Hierbei wird der Winkelp aus Nullphasenwinkel genannt. Er gibt die Stelle an, beidier
Schwingung erstmals ihren Maximalwert erreicht. Eine harsche Schwingung lasst sich
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(wt — o)

x(t) = Acos

Bild 1.15: Darstellung der phasenverschobenen Kosinugaghing im Zeigerdiagramm

ganz allgemein immer in dieser Form angeben. Bei einer Sawangung tritt das erste Maxi-
mum allerdings dann auf, wenn der Funktionsverlauf in negatRichtung verschoben wird,

Bild 1.16. Der Nullphasenwinkel ist daher nicht der Azimutlel ¢, sondern sein entspre-
chender Komplementarwinkel = 7 —o:

z(t) = Asin(wt + @) = Asin(wt — p + g) mit ¢ € [0; g] :

Wegensin (wt + F) = cos (wt) gilt auBerdem
: T _ ~
x(t) = Asin <Wt — @+ 5) = Acos (wt — ) = Asin(wt + @) .

Eine um den Winkel verschobene Kosinusschwingung entspricht einer um dekéNjn=
5 — verschobenen Sinusschwingung.

| x(t) = Asin (wt + @)

w
At

Bild 1.16: Darstellung der phasenverschobenen Sinussgfumg im Zeigerdiagramm
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Eine harmonische Schwingung lasst sich immer in der Form
o ™ . ™
z(t) = Acos(wt — p) = Asin(wt — ¢ + 5) mit ¢ € [0; 5] (1.7a)
bzw.

z(t) = Asin (wt + @) = Acos <wt + @ — g) mit @ € [0; g] (1.7b)

angeben. Dabei bezeichnen die Nullphasenwigldie Phasenverschiebung der Kosi
nusschwingung sowig die Phasenverschiebung der Sinusschwingung und geben die
Lage des ersten Maximums der Schwingung an.

Man kann mit Hilfe der Additionstheoreme

sin(a £ 8) = sinacosf + cosasin 3 (1.8a)
cos(a £ 3) = cosacosf Fsinasin (1.8b)

zeigen, dass sich jede harmonische Schwingung in der atigem Form (1.7a) als Summe
zweier harmonischer Schwingungen ohne Phasenversclgelaustellen lasst:

A cos(wt — ¢) = B cos(wt) + C'sin(wt) .
Beweis: Mit (1.8b) gilt zunachst
A cos(wt — @) = Acos g cos(wt) + Asin psin(wt) .

Definieren wir nun
B:=Acosep und C := Asingp,

dann erhalten wir
A cos(wt — ¢) = Bcos(wt) + C'sin(wt),

was zu zeigen war. Dabei gilt
B?+C?* = A*(cos®’ p +sin*p) = A> = A=+vVDB2+(?
und

C  Asing
B Acosg

C
=tany = @ = arctan <§) .
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(1)

CvV2
C

z(t) = Cv2cos (wt — F)

x(t) = C'sinwt

Bild 1.17: Uberlagerung zweier harmonischer Schwingungen gleicheplAude

Bei der Uberlagerung zweier harmonischer Schwingungen mit gégiémplitudeC' ergibt
sich somit eine ung = 45° verschobene Kosinusschwingung mit der Amplitatig2, Bild 1.17:

C cos(wt) + C'sin(wt) = CV/2 cos <wt — Z) :

Mit (1.8a) konnen wir dieUberlagerung zweier harmonischer Schwingungen auch aés ei
phasenverschobene Sinusschwingung darstellen:

Asin(wt + ) = Acos @ sin(wt) + Asin ¢ cos(wt) .

Mit den Definitionen

B:=Acos¢ und C:= Asingp

gilt

Asin(wt + ¢) = C cos(wt) + Bsin(wt) .

Zwischen den Amplituderd, B undC' gelten die selben Beziehungen wie zuvor.
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Eine um den Winkel phasenverschobene, harmonische Schwingung istiieda-
gerung zweier harmonischer Schwingungen ohne Phasehietyang:

Acos(wt —¢) = Bcos(wt)+ Csin(wt) bzw. (1.9a)
Asin(wt + ¢) = C cos(wt) + Bsin(wt) (1.9b)

mit .
A=+vVB?+C? und ¢ = arctan <E> . (2.9¢)

Wir wollen den Einfluss der Parametdrund ¢ abschlie3end noch grafisch darstellen und
wahlen hierfur die festen Werte = 1/s und das Zeitintervall = 0, . . ., 2.

In Bild 1

.18 ist der Einfluss der Amplitude fi# = 1, 1,5 und2 bei einer festen Phasenver-

schiebungy = 0 dargestellt. Man erkennt, dass die Schwingungsdauer ven ¥ariation der
Amplitude unabhangig ist, die Nullstellen bleiben uraredért.

In Bild 1.19 ist der Einfluss der Phasenverschiebung furwliekel ¢ = 0, 7/4 und 7 /2
bei einer festen Amplitudd = 1 dargestellt. Man erkennt die hierdurch verursachte Rechts

verschie

bung der harmonischen Funktion. Bei einer Phasstiviebungr/2 wird eine reine

Kosinusfunktion beschrieben.

Bild 1.18: Einfluss der Amplitudd
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Bild 1.19: Einfluss der Phasenverschiebyng

1.5.3 Komplexe Darstellung

Eine weitere Darstellungsform von Schwingungen ergibit digrch folgendéJberlegung. Wir
betrachten wieder einen Punk auf einer Kreisscheibe (Radius), welche sich mit der
Winkelgeschwindigkeitv drehe. Zum Zeitpunkt habe der Punkt den Winkelt zuriicklegt
(P — P’). Nun legen wir einy-z-Koordinatensystem in den Kreismittelpunkt. Der Orts-
vektor des Punkte® besitzt nunz-Komponentez(t) = Asinwt und die y-Komponente

y(t) = Acoswt, Bild a).

a) Reelle Zahlenebene b) Komplexe Zahlenebene
Z, () ,
w w
/ AP / A\ Z(t) = Ae™!
wt : N wt N
P Y R(z)

Bild 1.20: Darstellung einer Schwingung in der Gaul3scherefeebene

Eine komplexe Zaht € QQ lasst sich als Summe aus einer reellen Zalhd einer imaginaren

Zahl:z auffassen:
r=y+iz mit y,zeR,
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wobeii = y/—1 die imaginare Einheit ist und sowohlals auchy reelle Zahlen sind. Sie stel-
len den Realteilt(z) und den Imaginarteil(x) vonz dar.

Fassen wir die in Bild a) dargestellteAchse als den Realteil und dieAchse als den Ima-
ginarteil einer komplexen Zahl = y + i z auf, so gilt mit den Komponentey(t) = A coswt
undz(t) = Asinwt

x(t) =y(t) +iz(t) = A(coswt + i sinwt)

in trigonometrischer Form respektive
x(t) = y(t) +iz(t) = Ae'

in der Exponentialform nach Euler.

Eine harmonische Schwingung
x(t) =sinwt bzw. z(t) = coswt
lasst sich in der komplexen Zahlenebene in der Form
z(t) = A(coswt + i sinwt) = Ae'“* (1.10)

darstellen. Der komplexe Zeige(t) besitzt die Lange der Schwingungsamplitutie
und den Winkelvt. Der RealteilR(x) reprasentiert eine reine Kosinus- und der Imay
ginarteil3(x) eine reine Sinusschwingung.

Die komplexe Darstellungsform hat ihre Vorteile in der Haadung der recht einfachen Re-
chenregeln. So lasst sich die Schwingung elegant in eipeientialform darstellen, mit der
oftmals viel einfacher zu rechnen ist als mit den trigonareehen Gleichungen. Daruiberhin-
aus begegnet uns diese Darstellungsform bei der Konstrukbin Losungen fur die Bewe-
gungsgleichungen, die in der Regel als Differentialgleraen vorliegen.

Ist die betrachtete harmonische Schwingung um den Nulgivaisikel 5 verschoben, so gilt
fur eine Kosinusschwingung

z(t) = Alcos(wt + @) + i sin(wt + @)] = Ae' @H9)
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Der letzte Term kann wie folgt geschrieben werden:
Aei(thrcﬁ) — Aeicﬁ eiwt )
S~~~
=A
Hierbei wurde mitd = Ae'? die (komplexe) Amplitude der Schwingung definiert. Der Term
e'“t peinhaltet die zeitliche Veranderung der Schwingung uird daher als Zeitfunktion der
Schwingung bezeichnet. Fil= 0 gilt z(t) = A, siehe Bild 1.21. Liegt keine Phasenverschie-
bung vor (¢ = 0), so ist die Schwingungsamplitude eine reelle Zaht A.

Eine harmonische, um den Nullphasenwinkelerschobene Schwingung lasst sich in
der komplexen Zahlenebene in der Form

z(t) = Ae'* (1.11)

darstellen. Hierin bezeichnet = Ae¢'? die komplexe Amplitude und“! die Zeit-
funktion der Schwingung.

Bild 1.21: Darstellung einer phasenverschobenen Schwipguder Gaul3schen Zahlenebene

1.6 Aufstellen der Bewegungsgleichungen

Neben den bislang dargestellten Grundlagen stellt sicldireiRrage, wie man zu einer mathe-
matischen Beschreibung eines Bewegungsvorganges untizorBieschreibung des Schwin-
gung Uberhaupt kommt. Ein glucklicher Umstand hilft higgiter: Die Schwingungslehre ist
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namlich ein Teilgebiet der Dynamik, also der Lehre von dewBgung unter dem Einfluss von
Kraften - dem fleiBigen Studenten im ingngenieurwisseaflithen Bereich bestens bekannt
als Technische Mechanik 3. Wir wollen die fur die Schwingsiehre wichtigsten Erkenntnisse
im folgenden (in aller Kiirze) zusammenfassen.

Die Grundgesetze der Dynamik, die bei uns eine entscheiden-

de Rolle spielen, wurden erstmals im Jahre 1687 von dem eng
lischen Physiker Isaac Newton formuliert. Tragheitsskin
Korper bleibt im Zustand der Ruhe oder einer gleichforenig
geradlinigen Bewegung, wenn die auf ihn einwirkenden teraf

ein Gleichgewichtssystem bilden. Bewegungsgesetz: Die ze
liche Anderung der BewegungsgroRe eines Korpers ist der ref§
sultierend einwirkenden Kraft proportional und ihr glegeh o :
richtet. Wechselwirkungsgesetz: tibt ein Korper auf eimede- « AR A

ren eine Kraft aus, so ubt dieser auf den ersten Korperrdie e |saac Newton (1643-1727)
gegengesetzt gleich grol3e Kraft aus (agetio=reactio”, wie

der Lateiner sagt). Die Bewegungsgrol3e des Newtonscheaddmgsgesetzes ist der Impuls,
das Produkt aus der Masse des Korpers und der Geschwiitdigkekorperschwerpunkts:

P = muy (1.12)

Der Impuls ist, wie die Geschwindigkeit, eine gerichtet®@, ein Vektor. Das Bewegungs-
gesetz sagt aus:
dp
— = Fq 1.13
o (1.13)

oder, wenn man fur p das Produkt aus Masse und Geschwinidégksetzt und die Produktre-
gel der Differentialrechnung anwendet:

dm L dug
—vs+m
dt dt

= Fres (114)

Der erste Ausdruck der linken Seite ist bei unseren Anwegennn der Regel null, da
wir es meist mit Korpern zu tun haben, deren Masse zeitlmfistant ist (Maschinenteilen),
und nicht beispielsweise mit Raketen, deren Masse sichhdign ausgestolRenen Treibstoff
verandert. Bei konstanter Masse nimmt das Bewegungsgiésetie Schwerpunktsbewegung
eines Korpers die bekannte Form

mag = Freg (1.15)
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an, die wir als Impulssatz oder als Schwerpunktssatz bezeic(Masse mal Beschleunigung
gleich resultierend eingepragte Kraft). AuRer den 3 Faisigraden der Bewegung des Schwer-
punkts in den 3 Raumrichtungen (Translationsfreiheiggy&at ein starrer Korper im Raum
noch 3 Freiheitsgrade der Drehung um die 3 Raumachsen dercischwerpunkt (Rotati-
onsfreiheitsgrade). Die Drehbewegung eines Korpers dumth die Winkelgeschwindigkeit
der Drehung (anstelle der Geschwindigkeit bei Translatlewegungen) beschrieben. An die
Stelle der tragen Masse tritt bei Drehbewegungen die Daslsmdes Korpers bezuglich der
Drehachse. Das ist das Massenmoment 2. Grades (Masseitsaghment)

J:/}%m (1.16)

das wie die Flachentragheitsmomente der Festigkertsighbildet wird. Fur die 3 Koordina-
tenachsen, y undz durch den Schwerpunkt eines Korpers lassen sich 3 Drelemass

Jym Jya Jz

und (analog zu den gemischten Flachentragheitsmomed®rgenannte Deviationsmomente
oder Kippmassen

nya Jx27 Jyz

berechnen, bei denen jedes Massenelement statt mit deran@lssuadrat von einer Achse mit
dem Produkt der Abstande von zwei Koordinatenebenen phialért wird. In jedem Korper
gibt es drei zueinander senkrechte Achsen, fur die dieddevismomente verschwinden. Die-
se nennt man Hauptachsen des Korpers. Hat ein Korper gimen8trieebene, so liegen 2
Hauptachsen in dieser. Die dritte Hauptachse steht sdmtkzec Symmetrieebene. Die Mas-
sentragheitsmomente eines Korpers bilden ein Tensotu#e,Rlen man gewohnlich in Form
einer symmetrischen Matrix mit 3 Zeilen und 3 Spalten sdhrddie Bewegungsgrolde fur
Drehbewegungen ist der Drehimpuls oder Drall, ein Vekter,sich als Produkt der Matrix der
Massentragheitsmomente mit dem Vektor der Winkelgesutingykeiten ergibt:

L=Jw

Seine zeitlicheAnderung ist dem resultierend einwirkenden Moment praopoal und ihm
gleichgerichtet:

dL  d(Jw)

dt dt
Die Bewegungsgleichung fur die Drehbewegung nennt matidata. Der Drallsatz fuihrt im
allgemeinen Fall einer raumlichen Drehbewegung zu madtisoh sehr unangenehmen, nicht-
linearen Gleichungen, die oft auch als Kreiselgleichungereichnet werden. Nur in zwei
Spezialfallen wird der Drallsatz genauso einfach und umidaziert wie der Impulssatz:

= M5 (117)
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I) bei der Drehbewegung um eine korperfeste Achse, dielgeitig Hauptachse ist

II) bei der Drehbewegung um eine raum- und korperfeste dctie zu einer Hauptachse
parallel is

Fur den Bereich der uns interessierenden Maschinensghwien treffen diese Voraussetzun-
gen glucklicherweise meistens zu, so dass der Drallsaizkalare Gleichung

dw
J— = M, 1.18
o (1.18)
angeschrieben werden kann (Drehmasse mal Drehbeschiegnigeich resultierend einge-
pragtes Moment).
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Bei Schwingern mit einem Freiheitsgrad lasst sich der €teg Korperpunktes durch eine ein-
zige kinematische Grofe (Verschiebung des Schwerpudktsazrehwinkel um eine korperfe-
ste Achse) zu jedem Zeitpunkt eindeutig beschreiben. Dasiisnoglich, wenn wir vom Mo-
dell eines starren Korpers ausgehen, der in irgendeinesé/deweglich an die Umgebung an-
gekoppeltist. Eine solche Modellvorstellung ist zulgsgienn die Verformungen des Korpers
(auf Grund seiner Elastizitat) sehr klein sind im Vergtemu den dynamischen Verschiebun-
gen der Korperpunkte. In den folgenden Betrachtungen evevdr uns aul3erdem auf lineare
Schwingungen von Systemen mit konstanten Parameternriaegeim.

2.1 Freie unged@mpfte Schwingung

2.1.1 Modell und Bewegungsgleichung

Als erstes Modell zur Untersuchung der Schwingungen eigste8is mit einem Freiheitsgrad,
des so genannten Einmassenschwingers, betrachten wirldiiz der Massen, der auf einer
horizontalen, ebenen, glatten Unterlage aufliegt und mérdinearen Feder der Federkonstan-
te k an eine Wand fest angebunden ist.
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Offensichtlich besitzt dieses System eine stabile
Gleichgewichtslage, namlich diejenige, bei der die —
Feder spannungsfrei ist. Jede horizontale Auslen-

kung des Klotzes aus dieser Lage fuhrt zu Ruck- k
stellkraften der Feder. Damit liegt ein schwin- M =0
gungsfahiges System vor.

Zur Beschreibung der Schwingbewegung filhren pjig 2.1: Feder-Masse-Schwinger
wir als Koordinate die horizontale Positiandes

Schwerpunkts ein, wobei der Ursprumg= 0 die

Gleichgewichtslage kennzeichnen soll. Wenn wir den Mds$ekn einer ausgelenkten Lage
freischneiden (zweckmaligerweise bei positiver x-Kgwate), d.h. alle am Klotz angreifen-
den Krafte eintragen, so lasst sich in vertikaler Riclgteéme Gleichgewichtsbedingung for-
mulieren (aus der die Normalreaktion der Unterlage gegenkdetz ermittelt wird). In hori-
zontaler Richtung wirkt nur die Federkraft. Folglich istrk&leichgewicht moglich. Der Klotz
kann in dieser Lage nicht im Zustand der Ruhe oder einerlgi@migen Bewegung sein. Aus
dem Impulssatz folgt fur seine Bewegung:

ma(t) = —Fp(t) = —kx(t). (2.1)

Die Beschleunigung(t) ist die zeitliche Ableitung der Geschwindigkeit, die wied® die
zeitliche Ableitung der Ortskoordinate€t) ist. Folglich genugt die Bewegung des Klotzes der
Differentialgleichung

mi(t) = —kx(t). (2.2)

Dies ist eine homogene, lineare Differentialgleichungrdn@ng mit konstanten Koeffizienten,
die wir in die sogenannte Normalform bringen:

; k

Z(t) + %x(t) =0. (2.3)
Man kann sich leicht klarmachen, dass es sehr viele Furtigibt, die dieser Bedingung
genugen. Man muss ja nur fragen, welche Funktionen beinmzaligen Ableiten bis auf einen
konstanten Faktor und das Vorzeichen gleich der Ausgangstun sind. Das trifft auf die

Sinus- und die Kosinusfunktion zu. Tatsachlich ist jedak&ion der Art
x(t) = Asinwot + B cos wyt

mitw = \/g und beliebigen Konstantet und B eine Losung der Differentialgleichung . An-
dere Losungen gibt es allerdings nicht. Die Differentigiichung hat also unendlich-quadrat
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Losungen. Wir werden im folgenden Abschnitt diese LosdegDifferentialgleichung im De-
tail konstruieren.

Die Bewegung des vorliegenden Schwingungssystems wittlicdt nicht in zufalliger Weise
irgendeiner dieser Zeitfunktionen folgen. Vielmehr hdag von den Startbedingungen (An-
fangsbedingungen) ab, mit denen man das System einer Beiergung Uberlasst, welche
spezielle, eindeutig bestimmte Verschiebungs-Zeit-Eonlsich einstellt. Wir nehmen an, dass
wir den Klotz zum Zeitpunkt = 0 bei einer Auslenkung, aus der Ruhe loslassen. Die An-
fangsbedingungen lauten dann:

z(0) =x9, und (0) =0,

und es gibt nur eine einzige Funktion unter all den Losungigionen, die diese Bedingungen
erfullt:

x(t) = xo cos wol.
Das ist eine reine Kosinusschwingung mit

- der Amplitudexr

der Kreisfrequenz, = /£

m

der Periodd” = i—’;

— wo
der Frequenz, = 3°

Die Frequenzf, der freien Schwingungen eines Schwingers mit einem Frsyaid wird als
dessen Eigenfrequenz bezeichnet. Entsprechend bezemhnealie Grol3e

Wy = \/% = 27Tf0 (24)

als dessen Eigenkreisfrequenz.

2.1.2 Zur Losung der Differentialgleichung
Wir wollen eine Losung der Differentialgleichung
i+ wr=0 (2.5)

konstruieren. Diese ist allgemein vom T§p= f(z, &) und lasst sich vermittels eines Expo-
nentialansatz der Form
z(t) = AeM (2.6)
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l6sen. Die erste und zweite Ableitung des Ansatzes lauten
(t) = Axe™ und i(t) = AN%eM . (2.7)

Setzen wir den Ansatz (2.6) und deren zweite Ableitung (i.d)e Differentialgleichung (2.5)
ein, so erhalten wir

P4+ wir = AN2eM + AN + WPAM =0 & N +wrP=0.

Diese Gleichung hat keine reellen, sondern die komplexsuhgemn\, » = +iw. Diese Losun-
gen ergeben mit dem Ansatz (2.6) zwei linear unabhangogeihgsfunktionen, namlich

T = Alem und To = A2€7iwt ALQ € Q .
Die allgemeine Losung lasst sich somit als Linearkomioomeder beiden Losungen darstellen:
r =A™ + Aje (2.8)

Zum Aufteilen der Losung in Real- und Imaginarteil ist elérbich, die komplexen Koeffizi-
entenA4, , in Exponentialform darzustellen:

A1 = T1€i<p1 und AQ = Tgeim .
Damit wird

r = Alezwt+A2€—zwt
—iwt

= et 4 ryet2e

— rlei(%@lJFWt) + 7n2€i(§02*“”5) )
Den letzten Term in trigonometrischer Darstellung gestien lautet

xr = 7’161(@14’“’0 + r2€z(<p27wt)

= 71y [cos(wt + 1) +isin(wt + @1)] + 72 [cos(wt — pa) + isin(wt — @o)]
= 1y [cos(wt + ¢p1)] + 12 [cos(—wt + pa)] + @ [r1 sin(wt + @2) + rosin(—wt + ¢q)] .

Um eine physikalisch sinnvolle Losung zu erhalten, musdrdaginarteil(z) fur alle Zeiten
verschwinden, d.h.

S(z) = [risin(wt + o) + rasin(—wt + @9)] =0

& rmsin(wl+ o) =resin(wt — ) = ri=7p und ;= —p,.
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Eingesetzt in den Realteil ergibt

r = ry[cos(wt+ ¢1)] + s [cos(—wt + @2)]

+ 79
= + 71 [cos(—wt — ¢1)]

[cos( )

[cos(wt + ¢1)]

= 1y [cos(wt + 1) + cos
[cos( )

(—wt — 1))
= 1y [cos(wt + ¢1) + cos(wt + ¢1)] = 211 cos(wt + 1) .

Definiert man nun noch die Amplitudé := 2r; und die Phasenverschiebupg= —¢;, so
erhalt man als Losung der Differentialgleichung (2.3)Isfilich

z(t) = Acos(wt — ) mit A peR. (2.9)

/fa

Wir betrachten nun zusatzlich den Einfluss der Schwerkraft

2.1.3 Schwerependel

z(t) = xg (1 — coswt)

rs+---4$---—-——-—\--—-—-—-—-—-f---—-—-————\—-"—-"—-"—-"—-"—-"—-"—-"—-——-

Bild 2.2: Schwingung eines Federpendels um die statiscbiEjewichtslage s

2.1.4 Das mathematische Pendel

/fa
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2.1.5 Das physikalische Pendel

/fa

2.1.6 Energieerhaltung

Alle bislang beschriebenen Systeme haben eine wichtiggidiische Eigenschaft gemein: sie
alle sind energieerhaltend, so genankenservative Systeme”. Das bedeutet, dass in solchen
Systemen ein standiger Austausch zwischen kinetischerginZ,, und potentieller Energie

E, statt findet. Die Gesamtenergie (oder totale Enerfieles Schwingers ergibt sich aus der
Summe aus potentieller und kinetischer Energie. Es gilEtergiesatz

E,+E,=Ey+ E,=FE =const (2.10)
Unter Verwendung der allgemeinen Losung der Schwinguegdaing (2.9),
x(t) = Acos(wt — ),

sowie der trigonometrischen Beziehungen

sin®z = % (1 —cos2z) und cos’z = % (1 + cos2x) ,
ergibt sich fur die potentielle Energie
E, = %ka = %kAz cos®(wt — ) = ikAQ (14 cos2x) . (2.11)
Und mit den zeitlichen Ableitung
t(t) = —Awsin(wt — @)
erhalten wir fur die kinetische Energie
Ey, = %ma’cz = %msz2 sin?(wt — @) = imszQ (1 —cos2x) . (2.12)

Kinetische und potentielle Energie andern sich demnadbogisch mit der Frequenzo. Die
Verlaufe der beiden Energieformen sind in Bild 2.3 fiir= 0 dargestellt. Die Summe aus
kinetische und potentielle Energie ist nach (2.10) stetstant, namlich. Damit muss das
Maximum an kinetischer Energie auch dem Maximum an potéaitiEnergie entsprechen:

max L,

max i

max Fj, = max £, oder =const=1. (2.13)
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Ej Ep
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By
1
Ej,
: : ! > >
T 27 3T wi wi

Bild 2.3: Energieerhaltung wahrend des Schwingvorgangs

Aus (2.11) und (2.12) ergeben sich (da die Sinus- und diertis$iinktion maximal werden
konnen) . .
max I, = 51{:142 und max E, = imAQwQ. (2.14)

Gleichsetzen nach (2.13) ergibt

max b, = maxFk,
1 1 k

—mA%? = kA2 = W= —.

2 2 m

Diese Beziehung haben wir bislang lediglich definielter die Energieerhaltung erfahrt diese
nun auch eine weitere physikalische Bedeutung: Das Systess mit der Eigenkreisfrequenz
w = /k/m schwingen, damit es energieerhaltend Ufter den Quotienten (2.13) lasst sich,
anders ausgedrickt, auch die Eigenkreisfrequebestimmen. Er wird auch alfRayleigh-

scher Quotient* bezeichnet.

2.1.7 Phasendarstellung einer Schwingung

Eine weitere Darstellungsmaoglichkeit fur eine Schwingust ihre Abbildung in der so ge-
nannten Phasenebene. Hierfur wird die Bewegungsgesdlgkgit: = v = dx/dt als Or-
dinate Uber den Weg als Abszisse aufgetragen; wir betrachten also die Funkiiafn. In
dieser Darstellung ist die Zeit ganzlich eliminiert. Dasibte Auge vermag aus dieser rein
geometrischen Gestalt jedoch wichtige Ruckschlussel@uEigenschaften der Schwingung
zu schliel3en.

Wir betrachten die Bewegungsgleichung vom Typ

mi + f(z) =0, (2.15)
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wobei die Funktiory (x) aus nichtlinear sein kann. Multipliziert man (2.15) mit @schwin-
digkeit = und integriert anschlielend tUber die Zeit, so erhalt man

mi + f(z) = 0
mid + f(z)d = 0

/ {mii+ f(x)i} dt — const
m/ix‘dtJr/f(x)x'dt = const

Uber eine partielle Integration des linken Integrals egralir

1
/g'c'g‘cdt::'m‘;—/:zabdt =N /jc'x'dtzax'Q.
t

t t

Damit ergibt sich der fur (2.15) gleichwertige Ausdruck

1

§j:2 + / f(z)& dt = const (2.16)
v t

=E N —

=E,

Der linke Summand entspricht der kinetischen Eneifgieworaus der zweite Term fur ein
konservatives, sprich energieerhaltendes System, sichiepotentielle Energi&), ergibt. Mit
z dt = dx lasst dieser sich noch als

B, - /f(a;)j: it — /f(a:) da
t x
schreiben und wir erhalten schliefRlich
%9‘52 + /f(x) dx = Ey + E, = E, = const, (2.17)

einen Ausdruck fur die Energieerhaltung (2.10). Auflosieser Gleichung nach liefert
schliel3lich eine Beziehung zwischen der Bewegungsgesdgkeit und dem Weg:

j;:,/%(EO—E,,).

Diese Beziehung ist beim Aufstellung der Funktidofc) sehr nitzlich, insbesondere dann,
wenn die Losung der Differentialgleichung noch unbekasint
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Fur ein schwingungsfahiges System, welches durch eineegengsgleichung vom
Typ ma + f(z) = 0 beschrieben wird, lasst sich Uiber die potentielle Erergi

E,(z) = /f(x) dx (2.18)
und eine konstante Grundenerdig die Phasenkurve berechnen zu
) 2
i(z) = \/E [Eo) — Ep(z)]- (2.19)
Beispiel Feder-Masse-Schwinger: Wir betrachten wie- | z

der das Federpendel aus Abbildung 2.1, welches hori- m
zontale Schwingungen auf einer reibungsfreien Oberflach K

durchfuhren kann. Wir berechnen die Phasenkuiye) in % [l p=0
zwel Varianten. In der ersten Varianten gehen wir den konven

tionellen Weg tiber die Losung der Differentialgleichuihg der zweiten Variante gehen wir
den oben vorgestellten alternativen Weg uber die Enettgdteing.

Variante 1: Die Losung der Differentialgleichung(t) und deren Ableitung(¢) lauten

r = Acos(wt— )
T = —Awsin(wt — ).

Dies kann bereits als die gesuchte Phasenkiifvgin Parameterform betrachtet werden, und
zwar mit dem Zeitparameter= 0. .. 2. Zur geschlossenen Darstellun@r) mussen wir die
Zeit noch eliminieren. Hierzu quadrieren wir die beidengaln Gleichungen(t) undz(t):

v = A%cos*(wt — )

i? = A% sin®(wt — ).

Dividieren wir die erste Gleichung noch duref?, die letztere durchi?w? und addieren wir
dann2; und %, so erhalten wir

_ZZ
A2p2

x? 2

2t e cos?(wt — ) + sin®(wt — ) = 1. (2.20)
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Dies ist eine Ellipsengleichung mit den beiden Halbach$end Aw in der Phasenebene, siehe
Abbildung 2.4a). Als Freiwert haben wir noch die Amplitudewelche wir als Scharparameter
fur unterschiedliched in der Phasenebene auftragen konnen. Die so entstehehde \®m
Phasenkurven in der Phasenebene bezeichnet man als Ritasensiehe Abbildung 2.4b).
Man erkennt hier, dass die Schar von Phasenkurven siclefiaek werdendel auf einen Punkt
streben, dem so genannten Wirbelpunkt (hier dem Nullpubkés ist die Gleichgewichtslage
des Systems.

Eine ungedampfte Schwingung zeigt im PhasenportraitneiWérbelpunkt in der
Gleichgewichtslage.

a) Phasenkurve des Federpendels b) Phasenportrait des Federpendels
jf A 37 1
Aw
—Aw

Bild 2.4: Phasenkurve und Phasenportrait

Variante 2: Wir berechnen nun die Phasenkurve des Federpendels ohrléedahme der
Losung der Differentialgleichung. Hierzu stellen wir Aahst die potentielle Energie auf:

1 1
E,= 5]%:2 = imwsz. (2.21)

Anmerkung: Die potentielle Energie des Systems lasstfsichal tber Gleichung (2.18) ge-
winnen: Mit der Bewegungsgleichurg+ w?z = 0 folgt f(z) = mw?z und damit:

T

€T x 1
Ep:/f(a:)dx:/m w? xdx:/kxd:czikxz.
0 0  =k/m 0

Bekannterweise entspricht dies der Flache unterhalb d&f$-Werschiebungs-Diagrammes, sie-
he Abbildung 2.5.
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Fy

\J

Bild 2.5: Zur potentiellen Energie des Federpendels

Die maximale Energienax £, = E, (oder Grundenergie des Systems) entsteht durch die
Anfangsauslenkung, = A:

1 1
Ey = émwQ:cQ = émwQAQ. (2.22)
Einsetzen von (2.21) und (2.22) in (2.19) liefert:
2 2 (1 1
-2 2 42 2.2 2 2 2
iy :%(EO—EP):%(§mwA —§mwx) =w’ (A* — 27)
und damit
P2, 2 P
ZoATT T ErEeth (229)

also das selbe Ergebnis wie in (2.20), allerdings auf amd&¥ege.

In diesem Fall fuhrte die Variante 1 genauso schnell zurhdiee die Variante 2. Es gibt aller-
dings Systeme, bei denen eine explizite Eliminierung dérs&dr aufwandig wird. Hier wird
empfohlen die Parameterdarstellung zu wahlen und sicliPbdasenkurve als Funktionsgra-
phen einfach via EDV ausgeben zu lassen. Die Variante 2dibd&bleichungen (2.18)-(2.19)
wird empfohlen, wenn die Losung der Differentialgleicgumicht bekannt ist und man sich
dennoch Uber die Phasenkurve einen Eindruck Uber dasisgVvevhalten des Systems ver-
schaffen mochte.

Beispiel Schwerependel: Im letzten Beispiel konnte man sehr schon einen Wirbelpimk
der Gleichgewichtslage, dem Nullpunkt, sehen. Wir wolleesd Gleichgewichtslage nun,
wie beim Schwerependel bekannt, um die statische Auslenkyrverschieben. Somit ver-
schiebt sich auch der Mittelpunkt der Phasenkurve genau iesesl Maldrs, siehe Abbil-
dung 2.6. Lassen wir noch eine Anfangsauslenkuf = x, zu, so kdnnen wir die Pha-
senkurve aus Abbildung 2.6 fur verschiedene Verhalnisgz s zeichnen, um so ein Phasen-
portrait der Schwingung zu erhalten, siehe Abbildung 218.2charparameter wurde gewahlt
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Ty
Tsw
lg g % % >
—Zs Ts 20y X
1— m
T —TgWw

Bild 2.6: Phasenkurve fir das Schwerependelirtti) = 0 undz(0) = 0
xo/xs = 0; 0,25; 0,5; 0,75, wobeizy/zs = 0 dem Fallz(0) = 0 entspricht (etwas dickere Li-

nie). Man erkennt auch hier wieder den sich bildenden Wmbnakt (Kurvenschar strebt gegen
xg). Fur groRere Verhaltnissg /xs entfernen sich die Phasenkurven weiter vom Wirbelpunkt,

Tsw

T T >
s &7 s e
1— m
i —Trsw

Bild 2.7: Phasenportrait fiir das Schwerependelirti) = 0 undz(0) = x, Scharparameter:
zo/xs = 0; 0,25; 0,5; 0,75

das heil3t die Schwingung findet unter grofReren Schwingumgktuden um die Gleichge-
wichtslage statt, siehe Abbildung 2.8, wobei als Scharpetarz,/xs = 2; 2,25; 2,5; 2,75; 3
gewahlt wurde.

Beispiel mathematisches Pendel: Als letztes Beispiel betrachten wir das mathematische
Pendel, wobei wir uns nicht auf die linearisierte Form be&cken wollen. Ausgangspunkt
unserer Betrachtung ist die (nichtlineare) Bewegungsiglaig

¢ +wising =0 oder m@+mw?sing =0.
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Bild 2.8: Phasenportrait fiir das Schwerependelirti) = 0 undz(0) = x, Scharparameter:
xo/xs = 2; 2,25; 2,5; 2,75; 3

Mit 2 = ¢ wird f(x) = mw?sin ¢ und damit die potentielle Energie

z ¢
E, = /f(x) dr = /mw2 sin o dp = mw? (1 — cos ) . (2.24)
0 0

Bezeichnen wir die maximale Auslenkung von der Ruhelage-(0) mit max ¢ = ¢, dann
wird die maximale im System gespeicherte Energie

Ey = mw?* (1 — cos py) .

Einsetzen in (2.19) liefert schlief3lich

¢ = /2w (1 —cos iy — 1+ cosp) = wy/2(cos — cos ) . (2.25)

In Abbildung 2.9 sind der Verlauf der potentiellen Energigund die Phasenkurvg(y) un-
tereinander dargestellt. In der Nullpunktlage besitzt 8gstem ein Minimum an potentieller
Energie und somit eine stabile Gleichgewichtslage. Im &mdisgramm ist diese Gleichge-
wichtslage als Wirbelpunkt wieder zu erkennen. Wenn dasl€lan seine obere Lage»(=
+m) gedreht wird, so besitzt das System ein Maximum an potértenergie und befindet sich
somit in einer instabilen Gleichgewichtslage. Jede nocklasine Auslenkung wirde das Sy-
stem nun in Bewegung versetzen. Im Phasendiagramm ist idigtsdile Gleichgewichtslage
als Sattelpunkt zu erkennen.
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instabile Lage Ep instabile Lage
2

Seperatrizenp = 2w cos £

Bild 2.9: Energieverlauf und Phasendiagramm des matheofeen Pendels

2.2 Federzahlen elastischer Systeme

/fa

Das in Bild 2.10 dargestellte Ergebnis ist unabhangig vemL.égerung.

2.3 Freie Schwingung des getmpften Systems

Unter dem Begriff der Dampfung werden alle physikaliscRéidanomene zusammengefasst,
die einem schwingenden System einen Teil seiner Schwirgguneggie entziehen. Durch Damp-
fung werden die Schwingungsamplituden von freien Schwiggn vermindert, so dass eine
einmal angestol3ene, freie Schwingung abklingt. Bei masblaen Schwingungen spricht man
von Dampfung, wenn dem schwingenden System elastomesdenEnergie entzogen wird.
Dies geschieht entweder durch
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 ,__FK

kB alken

Bild 2.10: Frequenzverhaltnis der beiden Systeme

I) Umwandlung in thermische Energie (z.B. durch Reibungkdsitat in Flussigkeiten,
hysteretisches Materialverhalten) oder durch

Il) Energieabstrahlung in umgebende Medien in Form elastdranischer Wellen (Korper-
schall, Luftschall)

2.3.1 Reibungsampfung

Die Reibungsdampfung ist in der Realitat eine der am batén auftretenden Formen der
Schwingungsdampfung. Dass sie dennoch bei Modellredemfiir Schwingungsvorgange
sehr unbeliebt ist und wenig angewandt wird liegt darans deszu nichtlinearen Gleichungen
fuhrt. Als Modellvorstellung fur die Reibung zwischenewesten Korpern verwendet man in
der Regel die Coulombsche trockene Reibung, bei der gilt:

- Die Reibkraft ist proportional zur Normalkraft in einer Kiaktflache zweier Korper und
wirkt entgegen der Bewegungsrichtung.

Wir betrachten als Modell fir ein Schwingungssystem miteen Freiheitsgrad wieder den
Masseklotz auf einer horizontalen, ebenen Unterlage aps Ka. unter der dort gewahlten
Startbedingung: Auslenken um aus der Gleichgewichtslage und loslassen aus der Ruhe. Die
Anfangsbedingungen lauten demnach wiederum:

z(0) =z und #(0)=0.
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Der einzige Unterschied zur friheren Betrachtung istsahs Unterlage diesmal nicht glatt
(» = 0) sondern raui{ > 0) sein soll. Wenn wir das System in einer beliebigen ausgelen
ten Lage freimachen, missen wir diesmal, im Gegensatzrizhefen Betrachtung, noch die
momentane Bewegungsrichtung festlegen, da sie die RigltenReibkraft bestimmt. Bei ei-
ner Anfangsauslenkung nach rechts (in positiver x-Riotptwird sich der Klotz zu Anfang
nach links bewegen. Die Reibkraft ist also zunachst nachtsegerichtet. Vertikal herrscht
Gleichgewicht, so dass die Normalreaktion der Unterlagegelen Klotz

Fy =mg (2.26)
ist, und die Reibkraft sich nach dem Couombschen Gesetz zu
Fr = pumg (2.27)
ergibt. Der Impulssatz fur die Horizontalbewegung destkds in der Anfangsphase lautet
mi = —Fp + Fg (2.28)
oder in der Normalform, nach Einsetzen der Ausdriicke &ddr- und Reibkraft:
.k
T+ —x=pug (2.29)
m

Die allgemeine Losung dieser inhomogenen Differentetdiung ist ums bereits vom Feder-
pendel her bekannt:

x(t) = Ay sinwyt + By coswyt + Tg, (2.30)

mitzp = % = B undw, = \/% Die spezielle Losung zu den von uns gewahlten Anfangs-

bedingungen lautet
x(t) = (rg — xRg) cOswot + TR (2.31)

Der reibungsgedampfte Schwinger hat folglich die glei€Elgeenfrequenz wie der ungedampfte
Schwinger

w 1 k

fo=50=5\/= (2.32)

“2r 2rVm
Die Schwingung findet jedoch um eine, gegeniiber der Glewidntslage: = 0 des reibungs-

freien Systems verschobep@leichgewichtslages = x statt. Die Schwingungsamplitude
betragt im 1.Abschnitt der Beweguiig = xy — x. Der 1. Abschnitt der Bewegung endet,
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wenn der Klotz im Umkehrpunkt der Schwingbewegung zum arstal zur Ruhe kommt, also
nach einem halben Schwingungszyklus. Dann andert sicBelieegungsrichtung und damit
auch die Richtung der Reibkraft. Die Schwinggeschwindigke 1. Abschnitt ist

dotz(t) = —(xg — xr)wp sin wyt (2.33)

Sie wird zur Zeitt; = % = erstmals null. Der Bewegungszustand des Klotzes zu dieser

Zeit liefert die Anfangsbedingung fur den 2. Abschnitt 8ewegung:

z(t) = —x1=—(xo— 2zR) (2.34)
i) = 0 (2.35)

Der Impulssatz im 2. Abschnitt, auf Normalform gebrachtitéa
.k
T+ —x=—ug (2.36)
m
mit der allgemeinen Losung
x(t) = Ay sinwgt + By coswot (2.37)
Die spezielle Losung zu den neuen Anfangsbedingungen wird
x(t) = (z1 — xg) coswot — TR (2.38)

Die Schwingung findet jetzt um eine gegentuber der Gleicihgeelager = 0 des reibungs-
freien Systems verschobene Gleichgewichtslage —z statt. Die Schwingungsamplitude
betragt im 2. Abschnitt der Bewegung nur noch

i‘g =Ty — SZL'R
Die Schwinggeschwindigkeitim 2. Abschnitt ist
x(t) = (o — 22 R)wo sin wot

Sie wird zur Zeitt, = Ty = 3—75 erstmals null. Der Bewegungszustand des Klotzes zu dieser
Zeit liefert dann die Anfangsbedingungen fur den 3. Absttlier Bewegung:

x(ty) = x9 =m0 — 4apg, (2.39)
i(ts) = 0. (2.40)

Im 3. Abschnitt der Bewegung liegen, durch die erneute Umkelh Bewegungsrichtung, die
gleichen Verhaltnisse wie im 1. Abschnitt vor, sodass

x(t) = (x9 — xR) COSWy + TR
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wird. Die Amplitude im 3. Abschnitt ist
Zi‘g =x9 + 5.I'R (241)

Die Schwingungsamplituden nehmen folglich bei einer negagedampften freien Schwin-
gung um2z pro halbem Schwingungszyklus ab

Tiy1 = Ty — 21‘3.

Die Ursache dafur ist, dass in jedem Halbzyklus eine kanistBeibkraft der Bewegung entge-
genwirkt, und sich dadurch die Mittellage der Schwingungvdr als Gleichgewichtslage des
Reibschwingers bezeichnet haben, aus der Gleichgevadetsles reibungsfreien Systems in
Richtung auf die Ausgangslage der jeweiligen Bewegung @rachiebt. Die Grolie dieser Ver-
schiebung entspricht der Reibkraft dividiert durch die éf&dnstante. Wenn zum ersten Mal
die Federkraft in einem Umkehrpunkt kleiner als die Reifiksd, das heil3t wenn der Umkehr-
punkt der Schwingbewegung innerhalb des Intervallg, —xz) liegt, kommt die Bewegung
zur Ruhe.

Anmerkungen:

[) In der Statik haben wir zwischen Haftreibung und Glelitegig unterschieden. Der Haft-
reibungskoeffizient ist in der Regel grol3er als der Glagtnegskoeffizient in einer Kon-
taktflache zweier Korper. Streng genommen bleibt der KintRuhe, wenn ein Um-
kehrpunkt der Schwingbewegung erstmals innerhalb desvhile (xro, —zro) liegt,
mit z gy = #474

II) Formal lasst sich die Differentialgleichung des Reibnwingers mit Hilfe der Signum-
Funktion (signum = Vorzeichen) so schreiben, dass die @leig fur alle Abschnitte
gilt:

+ ﬁx = —pgsign()
m
Die Funktionsign(z) Ubernimmt dann die Aufgabe, fur das jeweils zutreffendez¥i-
chen zu sorgen, da sie folgendermal3en definiert ist:

1 fur z>0
sign() = 0 fuar =0 . (2.42)
-1 fur z<0
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2.3.2 Lineare viskose @mpfung

Unter Viskositat versteht man die Eigenschaft von Flijissiten, eine Widerstandskraft gegen
die Bewegung eines Korpers in der Flussigkeit aufzulemglie proportional zur Geschwin-
digkeit des Korpers ist:

Fp = —d. (2.43)

Diese Widerstandskraft gegen die Bewegung, die viskoseddérkraft, fuhrt, genau wie die
trockene Reibung, zu einem Verlust an elastokinetischerdi®. Wegen der Linearitat der
Dampferkraft ist die viskose Dampfung die meistverweaadéodellvorstellung fur die Damp-
fung in mechanischen Systemen, obwohl tatsachlich dm@éang von Schwingungen eher
durch auRere Reibung, oder durch das hysteretische Wveshalten erfolgt, als durch Vis-
kositat. Die Proportionalitatskonstanfean dem oben genannten Gesetz fur den Zusammen-
hang zwischen Geschwindigkeit und viskoser Dampferkvafteichnet man als Dampfungs-
konstante oder als die Dampferrate, analog zu der Beagnchfrederkonstante bzw. Feder-
rate fur die Proportionalitatskonstantéei einer linearen Feder. Als Symbol fur die viskose
Dampfung wird in Schwingungsmodellen ein Kolben verwender sich in einem Zylinder
bewegt, den man sich mit einer viskosen Flussigkeit dfefiéinkt, wie beim sog. Stolsdamp-
fer (engl. dashpot) in Kraftfahrzeugen, der in Wirklichkeicht Stol3e beim Durchfahren von
Schlaglochern dampft, sondern die daraus resultieresdwingungen. Als Schwingungs-
modell, fur das die Schwingungsgleichung aufgestelltdearsoll, wahlen wir wieder den an
einer vertikalen Feder hangenden Masseklotz. Paraltéleder ist ein viskoser Dampfer ange-
bracht. Als Bewegungskoordinate wird eine vertikale x-Kboate eingefuhrt (positive Rich-
tung nach unten). Als Koordinatenursprung verwenden varstiatische Gleichgewichtslage,
und als Anfangsbedingungen fur unser Beispiel:

2(0) = —wy = —%a‘:(@) —0,

das heif3t, der Klotz soll zur Zeit= 0 an die spannungsfreie Feder angehangt und aus der Ruhe
losgelassen werden. Auf den in einer beliebigen Lage 0 freigeschnittenen Klotz wirken
drei Krafte ein:

I) die GewichtskraftF; = mg (beschleunigend)
Il) die Federkrafttr = k(zs + x) (verzogernd)

lIl) die DampferkraftF, = di (verzogernd).
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Die Bewegungsgleichung (der Impulssatz) lautet demnach:
mi = Fg— Fp— Fp (2.44)

oder, nach einigen Umformungen, in der Standardform:

d k
i+ —a+—x=0 (2.45)
m m
Mit den Abkirzungen:
k d
wg = — Und ZDWO = —
m m

lasst sich diese homogene, lineare Differentialgleich2nOrdnung mit konstanten Koeffizi-
enten in der Form

&+ 2Dwot + wir = 0 (2.46)
schreiben. Dabei ist
d
D= (2.47)
2mwg

das sog. Lehrsche Dampfungsmalf ugdlie Eigenkreisfrequenz des ungedampften Schwin-
gers. Der Losungsansatz= Ae* fuhrt auf eine quadratische Gleichungin

M 4+ 2DwoX +wi =0 (2.48)

Nur fur deren zwei Losungen, die als Eigenwerte bezeichexden, gibt es nichttriviale
Losungen der homogenen Differentialgleichung :

Ao = —Duwy £wovVD? — 1 (2.49)
Bezuglich der Art der Losungen der Eigenwertgleichumgl slrei Falle zu unterscheiden:
- D > 1 es gibt zwei reelle Losungen,
- D = 1 die beiden Losungen fallen zusammen,
- D < 1 es gibt zwei konjugiert komplexe Losungen.

Die beiden ersten Falle ergeben Exponentialfunktionsi.ésungsfunktionen der Differenti-
algleichung , d.h. sie fuhren nicht auf Schwingungen, soméuf Bewegungen, die man als
Kriechvorgange bezeichnet. Wir betrachten aber zuerstRiggelfall D < 1. In diesem Fall
ergeben sich die konjugiert komplexen Eigenwerte zu

)\172 =0 j:jwd (250)
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wobei als weitere Hilfsgrof3en der Abklingfaktor
d = Dwy (2.51)
und die Eigenkreisfrequenz der gedampften Schwingungen
wq = woV1 — D? (2.52)

eingefuhrt wurden.
Die allgemeine Losung der Differentialgleichung wird ilesem Fall

(t) = e (A et 4 Ayt (2.53)

mit zwei frei wahlbaren KonstanteA; und A,. Dass es sich bei dieser Bewegung um eine
Schwingung handelt, wird klarer, wenn man die Exponentrdfionen mit imaginaren Argu-
menten mit Hilfe der Eulerformel

+j

e’ =cosa + jsina

in Sinus- und Kosinusfunktionen umwandelt. Dann erhalth ma
z(t) = e ( By cos(wat) + By sin(wat)) (2.54)

mit zwei frei wahlbaren KonstanteB; und B,. Die Summe aus einer Sinus- und einer Kosi-
nusfunktion gleichen Arguments lasst sich auch als Sinlgs als Kosinus mit einer Phasen-
verschiebung darstellen. Eine dritte Form der allgemein@sung der Differentialgleichung
des gedampften Einmassenschwingers ist demnach beispisé

z(t) = e B cos(wqt + ) (2.55)

mit zwei frei wahlbaren Konstantas undp. Bei physikalisch sinnvollen Anfangsbedingungen
lassen sich die beiden freien Konstanten in der allgemdifisnng eindeutig bestimmen, so
dass sich eine eindeutige Bewegungsfunktion der Massktehgiunserem Beispiel, mit den
Anfangsbedingungen(0) = —x,; und (0) = 0 werden die Konstanten zu

—Tst

V1= D2

und

= arctan —
Wd

ermittelt.
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Anmerkung: Haufig haben wir es mit schwach gedampften Systemen zié&inlenen das
Lehrsche DampfungsmaR deutlich kleiner ald ist (z.B. D < 0.05).
In diesem Fall wirdl — D? = 1, sodass

Wq ~ Wy

und
p=-D

gelten. Das heil3t, die Eigenkreisfrequenzen des gedampifid des ungedampften Schwingers
unterscheiden sich nur unwesentlich, und der Betrag deseBtankels (im Bogenmall) ist
praktisch gleich dem Lehrschen Dampfungsmalf3. Wenn wieimBild von der zur Zeit = 0
einsetzenden Bewegung unseres Einmassenschwingerbafézsovollen, gehen wir so vor,
dass wir zunachst die Kosinusfunktion mit der Periode

2
T,==
Wd
und der Phasenverschiebung
At="2
Wd

sowie in einem zweiten Diagramm die Exponentialfunkionen
+Be %

skizzieren und dann, in einem dritten Diagramm den Weg-¥eitauf des Schwingungsvor-
gangs als das Produkt dieser Funktionen konstruieren.iDatzedie Bezeichnung Abkling-
faktor fur o verstandlich, da die Grol3e dieses Wertes die Vermindedan Schwingungsam-
plituden im Zeitverlauf bestimmt. Fur zwei aufeinandégénde, gleichsinnige Spitzenwerte
Z; undz; 1 gilt:

A

X
— Ta

Tit1
Damit ergibt sich bei experimentellen Schwingungsunigrangen die Moglichkeit, aus der
gemessenen Abnahme der Schwingungsamplituden der fgadampften Schwingungen auf
die Grol3e der Dampfung zu schliel3en. Aus der obigen GQleigliolgt durch Logarithmierung
D In( 5
= ( "*1) (2.56)
V1—D? 27

Fur schwach gedampfte Systeme vereinfacht sich dieseligg zu

In( Z; )

Tig1

2T

D =

(2.57)
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Das Lehrsche Dampfungsmal 1asst sich auf diese einfaelse\dem sogenannten logarith-
mischen Dekrement des Ausschwingvorgangs abschatzéei Baielt es keine Rolle, ob der
Schwingweg, die Schwinggeschwindigkeit oder die Beschigging gemessen wird, da sich
bei allen drei Bewegungsgrofien die Amplituden im gleickerhaltnis verringern. In prakti-
schen Fallen wird man bei schwach gedampften Systembhaviei direkt aufeinanderfolgen-
de Spitzenwerte ausmessen, sondeadler 10 volle Schwingungszyklen abzahlen. Aus dem
logarithmischen Dekrement fily Schwingungen ergibt sich das Dampfungsmal zu

B ln(xiN)

2mN

(2.58)

Freie,gedampfte Schwingungen lassen sich experimenteh fur groRere Systeme in Rick-
schnellversuchen (snap back tests) realisieren. Dabédi déds System aus seiner Gleichge-
wichtslage ausgelenkt, z.B. durch Spannen eines Seil t&o schlagartigen Losen der Ver-
spannung fuhrt das System freie Schwingungen aus. Be2i®gst mit mehreren Freiheitsgra-
den (mehrere Eigenfrequenzen) klingen die hoherfregmeSthwingungsanteile i.a. schnel-
ler ab als die grundfrequenten Anteile, sodass aus der geme&s Schwingungsantwort die
Eigenfrequenz der Grundschwingung und naherungswerea @3 mpfung ermittelt werden
konnen. Nach dem fir uns interessanten Fak 1, bei dem das gedampfte System schwingt,
sind noch die beiden Falle zu untersuchen, bei denen esmwighnt, bei einer Storung der
stabilen Gleichgewichtslage des Systems zu Kriechvggakommt. FallD > 1 In diesem
Fall liefert die Eigenwertgleichung zwei verschiedendlededsungen

/\172 = —D(A)Q + WoV D2 -1 (259)

die beide negativ sind. Deshalb fuhrt man mit

51 = —)\1 = Da)o — WoV D2 -1 (260)
52 = —)\2 = Da)o + woV D2 -1 (261)

zwei neue, positive Grof3en ein, mit denen sich die allgeeé&bsung der Differentialglei-
chung im FallD > 1 in der Form

x(t) = Are " + Age ! (2.62)
angeben lasst. Als spezielle Losung zu den von uns angeeoen Anfangsbedingungen
z(0) = —x5 und 2(0) = 0 erhalten wir

_526—51t _ 516—62t

2.63

z(t) = —xg



50 HARMONISCHE ERREGUNG

Fall D = 1 In diesem Fall liefert die Eigenwertgleichung zwei zusamfakende, reelle
Losungen

)\1 = )\2 = —Wy (264)

Man kann zeigen, dass sich in diesem Sonderfall die allgerisdsung der Differentialglei-
chung zu

ergibt. Die spezielle Losung zu den obigen Anfangsbedigea wird dann
2(t) = —w (1 + wyt)e " (2.66)

Auch das ist wieder ein Kriechvorgang. In der angelsachsis Literatur spricht man im Fall

D = 1 von kritischer Dampfung (critical damping), da dieser Wéie Grenze zwischen pe-

riodischem und nichtperiodischem Verhalten des Schwiggsystems markiert. Dampfungs-
werte werden in der Regel in Prozent der kritischen Dangpfangegeben ( 5% of critical

damping bedeuted = 0, 05)

In der deutschsprachigen Literatur wird der Grenzfal= 1 im allgemeinen als der aperiodi-
sche Grenzfall bezeichnet.

2.4 Harmonische Erregung

Von einer harmonischen Erregung spricht man, wenn eine i®inuserregung in einer festen
Frequenz vorliegt. Die Schwingungserregung kann dabebkbehrekt als Krafterregung oder
Unwuchterregung erfolgen, als auch indirekt Uber diequksiche Bewegung des Befestigungs-
ortes eines schwingungsfahigen Bauteils. In diesem patit man von Ful3punkterregung.

2.4.1 Krafterregung
2.4.1.1 Ungedmpftes System

Wir untersuchen zunachst das Verhalten eines ungedamipibmassenschwingers und wahlen
als Modell den Masseklotz auf ebener, glatter Unterlagen Bellpunkt der Bewegungsko-
ordinatex legen wir in die Schwerpunktslage, bei der die Feder spagsfusi ist. In dieser
Gleichgewichtslage ist das System fur Zeitea 0 in Ruhe. Zum Zeitpunkt = O soll eine
harmonische Krafterregung beginnéf(0) = 0 fur¢ <0
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F(0) = FysinQt furt > 0 Q ist dabei die Erregerkreisfrequenz ufddie Amplitude der
harmonischen Erregerkraft. Nach dem Freimachen des Masseklasst sich die Bewegungs-
gleichung wie folgt aufstellen:

mi = F — Fp = FysinQt — kx (2.67)

Wenn wir anstelle der Kraftamplitude die zugehorige stdte Auslenkung der Feder einfuhren
zo = £ und wie Ublichw? = £ setzen, ergibt sich die inhomogene Differentialgleichung

&+ war = wiwg sin Qt (2.68)

Die allgemeine Losung dieser inhomogenen Differentadiiung setzt sich zusammen aus der
bekannten allgemeinen Losung der homogenen Gleichung

x, = Asinwgt + B cos wyt (2.69)

und einer beliebigen (partikularen) Losung der inhonmageGleichung, die man durch Probie-
ren finden musdJblicherweise versucht man zuerst einen LosungsanselkzAra der rechten
Seite, also in diesem Fall mit der Sinusfunktion

x, = Csin Ot

Durch Einsetzen in die Differentialgleichung lasst sieflgen, dass diese Funktion eine Losung
der Differentialgleichung darstellt, wenn
2
C= xom
ist. Mit der Abkurzungy = w% fur das Verhaltnis von Erregerkreisfrequenz zu Eigeiskre-
guenz des Systems wird die allgemeine Losung der inhonsrgBifferentialgleichung des
betrachteten Problems

in Qt
x(t) = Asinwyt + B coswot + im >
n

(2.70)
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Diese allgemeine Losung enthalt noch die zwei beliebi§enstantend und B die mit Hilfe
der Anfangsbedingunger(0) =0 und 2(0) = 0 ermittelt werden:
A=—p—"—B=0
-n
Die spezielle Losung der Differentialgleichung zu denliegrenden Anfangsbedingungen lau-
tet folglich

x(t) = ~Z07 il > sinwt + Zo7

5 sin (¢ (2.71)
_ —n )

=:x¢(t) freie Schwingung =:x.(t) erzwungene Schwingung

Das sind zwei Sinusschwingungen unterschiedlicher Frequie sich Uberlagern:
- eine freie Schwingungy(¢) in der Eigenfrequenz des Systems,
- eine erzwungene Schwingung(t) in der Erregerfrequenz.

Beispiel: ) = 3, das heilf2 = jw, alsoxz(t) = —0,3752 sin wt + 1,125z sin 2t

w(t) 4
1 xf(t) = —0,375zg sinwt

1,125x04 ST - === () = 1,125z sin Qt
+ 7 N z(t) = —0,375x sinwt + 1,125z sin Q¢
d
0,375z0+ .7
//
% -
—0,375zo oo 27
w
|
—1,12520

Bild 2.11: Wegantwort einer Krafterregung fiir= %

Die freie Schwingung wird durch die Anfangsstorung (diéplich einsetzende Kraft) angesto-
Ren, und klingt bei einem realen System, bei dem in jedenekRa#is Dampfung vorhanden ist,
mit der Zeit ab. In den meisten Fallen interessiert nur thiaare Schwingung, die sich bei
einer stationaren harmonischen Erregung (konstantalEreqund konstante Erregerkraftam-
plitude) einstellt, und das ist die erzwungene Schwingung

sin QT
1—n?

z(t) = xq
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deren Amplituder = 1f372 von der statischen Auslenkung der Feder unter der Erregfeda-
wie vom Verhaltnis der Erregerkreisfrequenz zur Eigersfrequenz des Schwingers abhangt,

das auch gleich dem Verhaltnis der zugehorigen Frequeste
Q ferr

wo  fo
Die Frequenzabhangigkeit der Schwingungsamplitudesthéonarer harmonischer Erregung
wird durch die sogenannte VergroRerungsfunkiiomeschrieben, die bei harmonischer Krafter-

regung

(2.72)

%Wz%:i#- (2.73)
wird. Die VergroRerungsfunktion gibt an, um welchen Faldee Amplitude der stationaren
Schwingungen bei harmonischer Erregung grof3er ist alstdiessche Auslenkung unter der
gleichen Kraft. Logischerweise hat sie fiir= 0 den Wert1, da dies der statische Lastfall
ist (Erregerkreisfrequen2 = 0). Mit wachsender Erregerfrequenz wird der Nenner kleiner,
d.h. der Wert vonl” wird grol3er, bis bely = 1 der Nenner null wird und damit” = oo.
Fur Werte vorn, > 1 nimmt die VergrofRerungsfunktion negative Werte mit abmehdem Be-
trag an, und geht fim — oo gegen null. Den Falh = 1, in dem die Erregerfrequenz gleich
der Eigenfrequenz des Schwingungssystems ist, nennt nraRegonanzfall? = wq bzw.
ferr = fo. Bel einer harmonischen Erregung eines ungedampfteei®gsh Resonanz wachst
die Schwingungsamplitude tUber alle Grenzen. In Fallen 1, in denen die Erregerfrequenz
grol3er als die Eigenfrequenz des Schwingungssystmanidtde Schwingungsausschlage ei-
nes ungedampften Systems zu jedem Zeitpunkt in Gegenpbagagregerkraft

sin Ot
t) = — 29— 2.74
oder
sinQt —
t) = xg———— 2.75

Der Schwingwegz(t) hat bei harmonischer Erregung oberhalb der Resonanzieque-
genuber der Erregerkraft(¢) eine Phasenverschiebung vem80 Grad. Die Erregerkraft wirkt
also standig gegen die Bewegungsrichtung der tragen éVidss Schwingers, wodurch die
Schwingungsamplituden verringert werden.

2.4.1.2 Ge@mpftes System

Wir betrachten jetzt ein gedampftes System bei harmoaid€hafterregung, indem wir in un-
ser Modell einen linearen viskosen Dampfer mit der Damkafiestanted parallel zur Feder



54 HARMONISCHE ERREGUNG

einsetzen. Die Krafte in der Bewegungsgleichung musaen dm die Dampferkraft erweitert
werden. Nach der tblichen Umformung in die Standardforgibérsich als Differentialglei-
chung des gedampften Systems

& + 2Dwoi + w?r = wizg sin M (2.76)

wobei wieder die Abkirzungend = £ und2Dw, = £ verwendet wurden. Die allgemei-
ne Losung dieser inhomogenen Differentialgleichungtsath wieder aus der allgemeinen
Losung der homogenen Gleichung und einer partikularesuhg der inhomogenen Gleichung
zusammen. Die allgemeine Losung der homogenen Gleiclstiags$ Kapitel 1.2.2 bekannt:

z(t) = e % B cos(wqt + ) (2.77)

mit den beiden frei wahlbaren KonstantBrund ¢, dem Abklingfaktord = Dw, und der Ei-
genkreisfrequenz der gedampften Schwingupe: wyv/'1 — D2. Dieser Teil der Losung stellt
die freie Schwingung dar, die durch die Storung des Glauwhchts zu Anfang der Erregung
angestol3en wird, und die bei einem gedampften System ilauferder Zeit mehr oder weniger
schnell abklingt, abhangig von der Grol3e des AbklingiektWir interessieren uns nur fur die
stationare Losung bei andauernder harmonischer Ergeglh. fir die erzwungene Schwin-
gung, die wir als partikulare Losung der inhomogenendddhtialgleichung erhalten. Wegen
des Geschwindigkeitsterms in der rechten Seite der Difteakgleichung wird der Losungs-
ansatz nach Art der rechten Seite nicht ausreichen, somdemussen einen zweigliedrigen
LOosungsansatz

x(t) = Cysin Qt + Cy cos Qt (2.78)

machen. Durch zweimaliges Ableiten und Einsetzen in digebghtialgleichung lasst sich zei-
gen, dass diese Funktion tatsachlich eine Losung demolgenen Differentialgleichung ist,
wenn die beiden Konstanten zu

1— 772
—2Dn
Cy ON(U, D) (2.80)

gewahlt werden, wobeV (n, D) = (1 — n?)? + (2Dn)? als Abkiirzung fur den komplizierten
Nenner eingefuhrt wurde.

Diese Losung lasst sich auch in eine reine Sinusschwipguib Phasenverschiebung umfor-
men. Die stationare Losung fur den Schwingweg des Eisereschwingers bei harmonischer
Krafterregung mit konstanter Kraftamplitude lautet dann:

x(t) = zsin(Q + ¢) (2.81)
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mit der Amplitudet = ]f((;,D) und dem Phasenwinkel = arctan(7277
den Begriff der VergroRerungsfunktion fur das Verhiltder dynamischen Schwingwegam-
plitude = zur statischen Auslenkung der Feder unter der ErregerknaftBeim gedampften
System ist die Vergrol3erungsfunktion eine Funktion degbenz und der Dampfung:

i 1 1

w0 /N@.D) /(1—1P2+ (2D
Man erkennt, dass die VergrofRerungsfunktion des gedamg@ichwingers fur keine Frequenz
oo wird, da furD > 0 der zweite Term im Nenner stets positiv ist, wahrend deeeme negativ
werden kann. Der Nenner ist also stets positiv. Das MaximanmvergrofRerungsfunktion fur
einen festen Dampfungswert tritt bei der Frequenz aufdbeider Nenner ein Minimum hat.
Dafir ist

). Wir fihren wieder

Vi(n, D) = (2.82)

ON(n, D)
on

eine notwendige Bedingung. Die naheliegende Vermutungs das Maximum bei Erregung
in der Eigenfrequenz des gedampften Systems wyv/1 — D2, das heif3t bej, = /1 — D?
auftritt, erweist sich als nicht richtig. Vielmehr nimmtedvergrofRerungsfunktion fiy,,.. =
v/1 — 2D? ihren Maximalwert/;,,,., an. Der Phasenwinkel zwischen dem sinusformigen Kraft-
Zeit-Verlauf und dem sinusformigen Weg-Zeit-Verlaufesienfalls eine Funktion der Frequenz
und der Dampfung. Um sich ein Bild dieser Zusammenhangaachen ist es zweckmaliig,
zunachst eine kleine Wertetabelle anzulegen. Die Schyeischwindigkeit bei stationarer har-
monischer Krafterregung erhalt man durch Ableiten des-\&keitr Verlaufs zu:

=0 (2.83)

. Qcos(Q2 + )

v(t) = 2(t) = (2.84)
N(n, D)
mit
—2Dn
p = arctan(1 — 772) (2.85)
Nach einer Umformung auf die Sinusfunktion der Erregetlkegjibt sich
o(t) = UOSln(Qt+<p+7r/2)77 (2.86)
N(n, D)

wobeiv, = zowy als Bezugsgeschwindigkeit gewahlt wurde. Das ist einekfam der Art

v(t) = vsin(Qt + ¢) mit der Amplitudes = v, N7(7 > und dem Phasenwinkel, = ¢ +
,

5 Auch fur die Schwinggeschwindigkeit lasst sich die Abb@keit der Amplitude von der

Frequenz und der Dampfung Uber eine VergroRerungsiumkeschreiben:

_ v n _ n
D)= = JRGD) - A= T @D (287
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Bild 2.12: Vergrol3erungsfunktion und Phasenwinkel deg)&8ebei harmonischer Krafterre-
gung
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Bild 2.13: VergroBerungsfunktion und Phasenwinkel descBevindigkeit bei harmonischer
Krafterregung
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Die Schwingbeschleunigung bei stationarer harmonishegiterregung erhalt man durch Ab-
leiten des Geschwindigkeits-Zeit-Verlaufs zu:
Qcos(Qt + ¢o)n

a(t) = o(t) = vy No D) (2.88)

Nach einer Umformung auf die Sinusfunktion der Erregetlegdibt sich diesmal:

sin(Qt + ¢ + 7)n?
N(n.D)

a(t) = ag (2.89)

wobeiay = vowy = Towi als Bezugsbeschleunigung gewahlt wurde. Das ist einetieuméter

Art a(t) = asin(Q2t + ) mit der Amplitudea = ay N”(Q ] und dem Phasenwinkel; =
n.

¢ + 7 Wie fur den Schwingweg und die Schwinggeschwindigkesstaich die Abhangigkeit

der Amplitude von der Frequenz und der Dampfung uber eritee d/ergrofRerungsfunktion

beschreiben:

PV i .
Vel D) = = Dy = A= PP £ Dnp (299

2.4.2 Unwuchterregung

Die Unwuchterregung ist die am haufigsten auftretende Fdemharmonischen Erregung.
Trotz grof3ter Sorgfalt lasst sich kein drehendes BasteNollkommen fertigen und montie-
ren, dass der Schwerpunkt genau im Durchsto3punkt der Elisbdiegt. Schnell drehende
Teile mussen deshalb nach der Montage zusammen mit dee Alethewuchtet werden. Das
Auswuchten (oder kurz: das Wuchten) ist ein Vorgang, bei dearah Messung der Lagerreak-
tionskrafte im Betrieb die Fliehkrafte des unwuchtigesuBeils und damit Anbringunsort und
GroRRe der erforderlichen Ausgleichsgewichte ermittedrden. Die erforderliche Wuchtge-
nauigkeit wachst, wie die Fliehkraft, mit der Bertriebslazahl des Bauteils (und zwar quadra-
tisch). Die Unwuchterregung wird auch fur Schwingungsusiichungen gerne verwendet, vor
allem wenn es sich bei den zu untersuchenden Strukturen offedvlaschinen und Anlagen
handelt. Dazu verwendet man Unwuchterreger (Shaker) doeirdzwei gegenlaufig rotierende
Unwuchtscheiben eine gerichtete sinusformige Kraft m,r,? sin Qt erzeugen. Wenn wir
diese Kraft und das geiche Modell verwenden, das bei der drasthen Krafterregung be-
trachtet wurde, erhalten wir eine Schwingungsgleichuegdbr sich lediglich die rechte Seite
geandert hat:

mi + di + kx = myr,$? sin Qt (2.91)
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Bild 2.14: VergrdlBerungsfunktion und Phasenwinkel desdB¢eunigung bei harmonischer
Krafterregung
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Nach Division durchm und mit der Gblichen Einfuhrung der Eigenkreisfrequers din-
gedampften Systems und des Lehrschen Dampfungsmaltedamin

& 4 2Dwoi = €% sin Ot (2.92)
wobei
€= ru% (2.93)
m

die Exzentrizitat des Schwerpunkts des Drehteils bedligler Drehachse bedeutet. Haufig
wird bei rotierenden Teilen die GrofRe der Unwuchtuim angegeben. Dann ist mit dieser
Angabe die Exzentrizitat gemeint. Wir interessieren umsfiir die stationaren erzwungenen
Schwingungen, die sich nach Abklingen der freien Schwiggmn(auf Grund irgendwelcher

Storungen beim Anfahren einer konstanten Drehzahl)@iest, d.h. es interessiert nur die par-
tikulare Losung der inhomogenen Differentialgleichuige bei der harmonischen Krafterre-
gung fuhrt der Ansatz

x(t) = Cysin Qt + Cy cos Qt (2.94)

zum Erfolg. Fur die beiden Konstanten ergibt sich diesmal

Cy = 5% (2.95)
Cy= —¢ NQ(l; ’7;) (2.96)

wobei wieder der gleiche komplizierte Nenner duiiy, D) abgekirzt wurde. Als reine
Sinusschwingung mit Phasenverschiebung geschriebebt sigh somit flr den stationaren
Schwingweg bei einer Unwuchterregung

z(t) = Zsin(Qt + @) (2.97)

miti = e ]\;7(2 S undy = arctan( 7227 ) wobeiN (1, D) = (1—1?)*+(2Dn?) ist. Definieren
777
wir in diesem Fall die Vergrof3erungsfunktion des Schwisgds dynamische Amplitude durch

die Exzentrizitat, so ergibt sich die Funktion
2

. n
= A=t oy (2:99)

die wir von der Schwingungsbeschleunigung bei harmonid€tedterregung kennen. Die Pha-
senverschiebung zwischen dem Schwingweg und der Unwadhidrdagegen genau die glei-
che, wie bei Krafterregung:

Vi(n, D) = Vs(n, D) =

™| S

—2Dn
Y4 =1 = arctan(1 —

) (2.99)
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Fur die Schwinggeschwindigkeit bei Unwuchterregunglargich mit der Bezugsgeschwin-
digkeitvg = cw, die Amplitude zu

,,73

U= 2.100
VTR (2:490)
sodass die Vergro3erungsfunktion fur die Schwinggesuthigkeit
0 7’
Vs(n,D) = — = (2.101)

0 /(1—n?)?+(2Dn)?
wird. Wegen der dritten Potenz vaenim Zahler geht diese Funktion fir — oo nicht gegen
einen konstanten Wert, sondern gegen eine Gerade durchrdenubdg mit der Steigund).
Die Schwinggeschwindigkeitsamplitude wachst also beivUehterregung im tberkritischen
Bereich linear mit der Frequenz der Erregung. Fur die Seblbeschleunigung bei Unwuch-

terregung ergibt sich mit der Bezugsbeschleunigung cw? die Amplitude zu

,,74

a=a 2.102
"= i+ D) (2202
sodass die VergroRerungsfunktion fur die Schwingbeschgung
a n*
Vo(n, D) = — = (2.103)

ao +/(L—1P2)? + (2Dn)’?
wird. Wegen der vierten Potenz venim Zahler geht diese Funktion filr — oo gegen eine
Normalparabel. Die Schwingbeschleunigungsamplitudehstalso bei Unwuchterregung im
Uberkritischen Bereich quadratisch mit der Frequenz dexgting.

2.4.3 Ful3punkterregung

Bei der FulRpunkterregung wird die schwingungsfahige Massht direkt durch Krafte ange-
regt. Die Schwingungserregung erfolgt indirekt durch éh@@monische) Bewegung des bisher
als Festpunkt behandelten Anlenkpunktes der Feder des-Madse-Systems. Eine derartige
FulRpunkterregung erfahren z.B. Maschinenteile, die anisgfende Bauteile oder Maschinen-
rahmen angeschlossen sind. Weitere Beispiele sind dieiBghmgsanregung von Gebauden
und der darin befindlichen Maschinen und Anlagen bei Erdbelder die Anregung durch die
von anderen Maschinen, die keine ausreichende Schwingpoteiton besitzen, ausgehenden
Korperschallwellen im Ful3boden einer Werkshalle. Beeuasy Modell zur Untersuchung der
Eigenschaften ful3punkterregter Schwingungen (Massehlaft glatter Unterlage, lineare Fe-
der, linearer Dampfer) missen wir aul3er der Koordinater Beschreibung der Bewegung der
Masse eine zweite Koordinaig fur die harmonische Fu3punktbewegung einfihren:

xp = xosin (2.104)
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Bild 2.15: Vergrol3erungsfunktion und Phasenwinkel degd&®eéei Unwuchterregung

Furz = 0 undz; = 0 soll die Feder spannungsfrei sein. Der Impulssatz lasbtféir dieses
System wie gewohnt in der Form
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Bild 2.16: VergrdoBerungsfunktion und Phasenwinkel descBevindigkeit bei Unwuchterre-
gung
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Bild 2.17: Vergro3erungsfunktion und Phasenwinkel desdB¢eunigung bei Unwuchterre-
gung



SCHWINGER MIT EINEM FREIHEITSGRAD 65

anschreiben, wobei sich aber die Federkraft aus dem Rekdiund die Dampferkraft aus der
Relativgeschwindigkeit zu

Frp=k(x —xy) (2.106)
Fp = d(i — i) (2.107)

ergeben. Durch Einsetzen dieser beiden Beziehungenenivait die Bewegungsgleichung in
der Form

mi + dt + kx = kxy + diy (2.108)
oder
mi + dz + kx = kxgsin Qt + dzof2 cos Qt (2.109)

Logischerweise werden die freien Schwingungen durch eider@ Erregungsart nicht verandert,
Das drickt sich darin aus, dass die linke Seite der Diffekgleichung in allen bisher be-
trachteten Fallen gleich ist. Wenn wir aber die erzwunge®ehwingungen untersuchen wol-
len, die als partikulare Losung der inhomogenen Difféedgleichung erscheinen, so ist es
zweckmallig, zunachst die Relativbewegung zwischen lipund Masse zu betrachten:

i, = &—dy (2.111)
B = @ —Ip=i=3,+ (2.112)

Fur die Relativbewegung lautet die Bewegungsgleichutgiit:
mi, + di, + kz, = —mi; = mzyQ? sin Ot (2.113)
Nach Division durchn und mit den tblichen Abkiirzungen wird daraus
& 4+ 2Dwoi, + wix, = 1002% sin Ot (2.114)

Diese Gleichung stimmt genau mit der des unwuchterregtémifigers tberein. An Stelle
der Exzentrizitat ist lediglich die Amplitude der Ful3ptiodwegung getreten. Die stationare
Losung (fur die erzwungenen Schwingungen) kann somitdarhibernommen werden:

z,(t) = Z, sin(Q + ¢) (2.115)

mit

& = 20 il (2.116)
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und

‘ (—2D77
p = arctan
1—n?

) (2.117)

Die VergroRerungsfunktion fur die Relativbewegung dédgunkterregten Schwingers ist dann

&y Us
Va(n, D) = = = N T (2.118)

Die Relativbewegung des ful3punkterregten Schwingerslestlgder Absolutbewegung des
unwuchterregten Schwingers. Die Relativbewegung ist eaf? Klir die dynamische Beanspru-
chung des fuB3punkterregten Schwingers, da sie die elastig&rformung beschreibt. In man-
chen Fallen interessiert aber auch die AbsolutbeweguBgywenn es darum geht, die Schwin-
gungsanregung von Sekundarsystemen zu beurteilen, doerafu3punkterregten Struktur
befestigt Sind. Fur diese stellt die Absolutbewegung erach eine Ful3punkterregung dar.
Das macht natirlich nur Sinn, wenn das Sekundarsystem azatlich kleinere Masse als
das Primarsystem und eine deutlich andere Eigenfrequesitzt) sodass seine Schwingungen
keine wesentlichen Ruckwirkungen auf das Primarsystebeh. Nur dann dirfen die beiden
Strukturen als schwingungstechnisch entkoppelt beteaeterden (sonst ist eine gekoppelte
Betrachtung als Mehrmassensystem erforderlich). Die Aitisewegung der Masse ergibt sich
als Summe von Relativbewegung und Ful3punktbewegung:

w(t) = @ (1) + (1)

als
x(t) = &, sin(Q + ) + xq sin Q4
mit
2
Zi‘r = 29 1
V(1 —n?)? + (2Dn)?
und
—2D
© = arctan(1 — 772)

Furn << 1, d.h. wenn die Erregerfrequenz sehr viel kleiner als die&figquenz des Schwin-
gers ist, ist die Relativbewegung fast null und die Absautbgung ungefahr gleich der Ful3-
punkterregung. Der Schwinger macht also die Bewegung dégufiktes im wesentlichen mit.
Die Feder verhalt sich sehr steif. Fjr>> 1, d.h. wenn die Erregerfrequenz sehr viel grof3er
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als die Eigenfrequenz des Schwingers ist, ist die Relatrelgesng nur wenig grof3er als die
FuRpunktbewegung und zu ihr in Gegenphase. Der Schwingdst lalso, absolut gesehen,
praktisch in Ruhe. Die Feder verhalt sich sehr weich..F&r1,d.h. wenn die Erregerfrequenz
ungefahr gleich der Eigenfrequenz des Schwingers ighgisschwach gedampften Systemen
die Relativbewegung deutlich grof3er als die Ful3punktbewg und der Phasenwinkel zwi-
schen Ful3punktbewegung und Relativweg betrdift Grad. Bei stark gedampften Systemen
ist dagegen selbst im Resonanzfall der Relativweg in deeseGroRenordnung wie die Ful3-
punktbewegung. Zum Beispiel ist fur eine Dampfung 26t die Amplitude des Relativweges
gerade doppelt so grol3 wie die Amplitude der Ful3punktbemgedDer Absolutweg ist in die-
sem Beispiel eine Sinusschwingung mit der Amplitud&r, und einer Phasenverschiebung
von ca.—63 Grad.

2.4.4 Allgemein periodische Erregung

Die bisher behandelte harmonische Erregung ist ein Scadtenher periodischen Erregung,
bei der die Erregerfunktion eine reine Sinusschwingungstamter Amplitude und fester Fre-
guenz ist. Im allgemeinen Fall einer periodischen Erregandie Erregerfunktion innerhalb
eines bestimmten Zeitabschnittes, der Periddgeliebig, um sich dann aber standig zu wie-
derholen. Eine periodische Kraft ist also dut€ly + 7') = F'(t) mit beliebigemt und festem

T gekennzeichnet. Die nicht-harmonische periodische Ermggst im Maschinenbau eine der
wichtigsten Schwingungsanregungen. Sehr viele Maschbiesiizen Ungleichformigkeitsge-
triebe, in denen die Drehbewegung des Antriebsmotors ilogisch wiederkehrende, nicht-
harmonische Translationsbewegungen umgesetzt wird, wtinrate Funktionen eines Ar-
beitsprozesses zu erfillen. Beispiele sind Kurbeltrieth Mentiltrieb in Kolbenmotoren, An-
triebe in Textil- und Verpackungsmaschinen usw. Die Autgatie Antwort eines (linearen)
Einmassenschwingers auf eine allgemeine periodischgurgezu bestimmen, lasst sich auf
die bereits geloste Aufgabe zuruickfuihren, seine Antwaaf eine harmonische Erregung zu
ermitteln. Die Werkzeuge dazu sind ditberlagerungsmethode (die nur bei linearen Syste-
men anwendbar ist) und die Fourierreihenentwicklung pksther Funktionen. Jede beliebige
periodische Funktion der Periodelasst sich in eine Fourierreihe entwickeln, die aus einem
konstanten Anteil und aus Sinus- und Kosinusfunktionen@emdkreisfrequenf) = 27
und deren Vielfacherf2, = 22* besteht. Beispielsweise kann die Funktibift), fur die
F(t+T) = F(t) gilt, als Fourierreihe

F(t)=Fy+ Z F?sin(nt) + Z F¢ cos(nit) (2.119)

n=1 n=1
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geschrieben werden. Selbstverstandlich lasst sicle &hegrierreihe auch in eine reine Sinusrei-
he umwandeln, bei der die einzelnen Glieder allerdingsraatgéedliche Phasenverschiebungen
aufweisen konnen:

F(t)=To+ Y _ Fpsin(nQt +7,). (2.120)
n=1
Ist die FunktionF'(¢) fur eine Period® < ¢ < T explizit gegeben, lassen sich die Koeffizienten
der Fourierreihe wie folgt ermitteln:

T
Fy = %/F(t) dt (2.121a)
0
T \
Fs = %/F(t} sin(n€t) dt
0. fur n=1,2,3,... (2.121Db)
F¢= %/F(t) cos(n2t) dt
0 J

Die Antwortschwingung eines Einmassenschwingers auf &igemeine (nichtharmonische)
periodische Erregung lasst sich durch folgende Vorgekieise ermitteln;

- Bestimmung der Fourierkoeffizienten der periodischenkian, die Amplituden der
harmonischen Bestandteile der Erregungsfunktion sind,

- Bestimmung der Schwingungsantwort des Einmassenschyaagf jede einzelne dieser
harmonischen Erregungen,

- Uberlagerung der harmonischen Antwortschwingungen zowBgungsantwort auf die
periodische Erregung.

Theoretisch sind dabeb viele harmonische Anteile zu ermitteln und zu UberlagBraktisch
sind meist nur bestimmte Frequenzbereiche von Interessierd nimmt der Betrag der Ko-
effizienten mit wachsender Ordnung der Harmonischen melistedl ab, sodass in der Regel
bereits wenige Glieder der Fourierreihe gentigen, um diegische Funktion mit ausreichen-
der Genauigkeit darzustellen.

Beispiel: Rechteckimpuls

Als Beispiel fur eine periodische Erregerkraft-Zeit-ktion betrachten wir einen periodisch
wiederkehrenden Rechteckimpui§t) = F; fur 0 <t < At F(t) = 0 fur At <t < T Die
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Zahlenwerte fur das Beispiel seief; = 1000N, 6t = 0,3s,T = 1,2s Fur diese Funktion
mussen zunachst die Fourierkoeffizienten der Reihenekitmg:

F(t) = Fy + XF; sin(nt) + ¢ cos(nt) (2.122)

berechnet werden. Der konstante Anteil (Mittelwert) ergibh zu

Ft)dt F

Fur die Sinuskoeffizienten wird

F(#) sin(nQt)dt in(nQt)dt
F,j:Q/ () sin(nH) :2FI/M (2.123)
T T
und damit
1— nm
P = F T os(5) (2.124)
nim
oder
a_nFI
FP= (2.125)
T
mit der Abkiirzung
ap=1- cos(%) (2.126)

Die Kosinuskoeffizienten ergeben sich entsprechend zu

F(t Ot)dt Ot)dt
F,§=2/ (t) cos(nlt) :2FI/M (2.127)
T T
und damit
1 — sin(2x
o i sn5) (2.128)
nim
oder
B—"FI
Fe= ot (2.129)
T
mit der Abkiirzung
B = sm("Q—W) (2.130)
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Der Anfang der Fourierentwicklung lautet dann:

F; F
F(t) = ZI + L ( sin(Q2t) + cos(Qt) + sin(2€2) (2.131)
T
N sin(362)  cos(36%)
3 3

sin(5Qt)  cos(5Qt)  sin(6£2t)
) - 3 * 3
sin(7¢)  cos(7€%)

7 7

N sin(90Qt) N cos(90t) sin(1082¢)
9 9 D

+ ..)

Als reine Sinusreihe geschrieben wird daraus

F[ F] ™

Ft)=—+— ( sin(Qt+ Z)\/5 + sin(20) (2.132)
sin(3Qt — %)\/ﬁ
* 3
N sin(5Q¢ + T)v/2 n sin(69t)
5 3
sin (7 — %)\/5
- 7
. sin(90Q + 2)v/2 N sin(10Qt)
9 5
+ )

Die Schwingungsantwort des Einmassenschwingers auf diedigche Erregung ergibt sich
dann als Summe der Schwingungsantworten des Einmasseangehswauf jede einzelne Kom-
ponente (harmonische Erregung) der Fourierreihenenkuwigk

x(t) = xo + X, sin(nQt + v, + ©n) (2.133)
wobei
Tn = ,Vi(nn) (2.134)
Tn

t n) = —2D 2.135
an(y) 1—1,)? ( )

F,
r, = —= (2.136)

k

Q

M = N— =N (2.137)



SCHWINGER MIT EINEM FREIHEITSGRAD 71

F(t)
A FI
1,25 1+

T

—0,25 1

03 06 09 12 15 tll

T

—0,25 1

Bild 2.18: Fourierreihenentwicklung eines periodischatifiReckimpuls fiin = 1 bisn = 12
Reihenglieder
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und

Vi) = ! (2.138)

V(L= 12)? + (2Dn,)?
die VergroRerungsfunktion des harmonisch krafterre§i@massenschwingers ist. Wenn der
bisher betrachtete periodisch wiederkehrende Recht@ehkgnzum Beispiel auf einen Einmas-
senschwinger mit der Masse = 500k¢g und der Eigenfrequeng = 2, 5H = einwirkt, dessen
Dampfung wir mitD = 3% annehmen, so liegt wegen

wo = 21 fy = 12,7085 ! (2.139)

und damit

0 1
m = w3
der unguinstige Fall vor, dass die dreifache GrundfreqdenErregung, die sogenannte zweite
Harmonische oder auch dritte Ordnung genau mit der Eigenéez des Schwingers zusam-
menfallt, sodass fur diese Komponente der Resonanzafiiiteund die VergroRerungsfunktion
mit

1
Vi(ns) = 5p — 16,667 (2.140)

sehr grof3 wird. Alle hoheren Ordnungen des Schwingwegs dgagegen klein und spielen
keine Rolle mehr, es sei denn, dass es bei der Untersuchehitganif den Schwingweg, sondern
auf die Schwingbeschleunigung ankommt. Deren Amplitudgelzen sich bekanntlich bei
harmonischer Erregung zu

n = Tn(nQ)? (2.141)

Das bedeutet, dass der Koeffizient der 10. Ordnung mit eiretoF100 gegenuiber dem der 1.
Ordnung bewertet wird, und deshalb im untersuchten Bdisph die gleiche Grol3enordnung
hat wie dieser.

2.5 StolRantwort

Wenn der Rechteckimpuls der Kraft aus dem vorigen Kapitethtnperiodisch wiederkehrt,
sondern nur einmalig zur Zeit= 0 einsetzt, liegt keine periodische Erregung vor, und es ist
auch nicht moglich, die Kraft-Zeit-Funktion in eine Foemieihe zu entwickeln. Wie reagiert



SCHWINGER MIT EINEM FREIHEITSGRAD 73

der Einmassenschwinger auf eine derartige einmalige Amgeglie als Rechteckstol3 bezeich-
net wird? Nach dem Newton’schen Bewegungsgesetz erfathkdper bei Einwirkung einer
Kraft eine Beschleunigung, und damit bei einem Rechte&sioe Geschwindigkeitsande-
rung, die proportional zur Grol3e der Kraft und zu deren Hikmwngsdauer, und umgekehrt
proportional zur Masse des Korpers ist. Das Produkt ault Kinal Einwirkungsdauer der Kraft
bei einem Rechteckstol3 wird als Kraftstol3 oder Kraftimpelseichnet. Bei kurz andauernden
(d.h. stoRRartigen) Belastungen, bei denen die Kraft niohistant ist, bezeichnet man so das
Integral

Ap = / F(t)dt (2.142)

Wenn die Einwirkungsdauer der Kraft klein ist im Vergleictr Zeriodendauer der Eigen-
schwingungen des Einmassenschwingers, so legt dieseemdatlieser Stol3zeit praktisch kei-
nen Weg zuriick, und erfahrt daher aus der Ruhe eine Gasdigkeitsanderung auf den Wert

oo = 2P (2.143)
m

um anschlieBend freie Schwingungen um seine Gleichgeslage auszufuhren. Die einset-
zende Bewegung ist also bei sehr kurzer Einwirkungsdawét mom Verlauf der Kraft-Zeit-
Funktion wahrend der Stol3dauer abhangig, sondern diefdath vom Kraftimpuls, der auf
die Masse ausgeubt wird. Mathematisch kann man deshalbalbmntersuchen, dass die Ein-
wirkungsdauer gegen null geht, wahrend die Kraft gleidigso angehoben wird, dass der
Kraftimpuls konstant bleibt. Das heil3t, im Grenzfall walie Kraft fur die Zeitdauer vor
Sekunden unendlich grof3.

Dieser Grenzfall eines unendlich kurzen, unendlich hasteftes
wird nach dem britischen Kernphysiker Paul Adrien Maurige D
rac (1902-1984),der ihn bei seinen Arbeiten zur Quantemibe
einfuhrte, als Diracstol3 bezeichnet. Beim Diracsto'ig) = co
fur¢ = 0, F(¢t) = 0furt # 0und [ F(t)dt = Ap. Wenn wir,
um die Antwort eines Einmassenschwingers auf einen Div&cst
zu untersuchen, wieder das Modell des Klotzes auf glattéetn
lage verwenden, der Uber eine Feder und einen lineardmsen
Dampfer mit einer starren Wand verbunden ist, so erhaliefiw
dessen Bewegung wahrend aller Zeiten 0 die bekannte Diffe-
rentialgleichung der freien, gedampften Schwingungen Paul Dirac (1902-1984)

mi + di + kx = 0 (2.144)
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deren allgemeine Losung nach Kapitel 1.2.2
z(t) = e Bsin(wgt + @) (2.145)

lautet, mit den KonstanteB (Anfangsamplitude) ung (Phasenverschiebung), die aus den
Anfangsbedingungen des jeweils gegebenen Problems ambest sind. Im Fall eines Dirac-
stolRes zur Zeit = 0 auf den ruhenden Schwinger lauten die Anfangsbedingungen

z(0) = 0 (2.146)
#(0) = v = % (2.147)

Daraus lassen sich die Konstant@mndvarphi zu B = mA—UZ undy = 0 ermitteln. In unserem
Beispiel ist folglich die Stol3antwort des Schwingers durch

z(t) = e % sin wdtﬁ (2.148)
mwy

gegeben. Die auf einen Stol3 folgende freie Schwingungkli@gach GrolRe der Abklingkon-
stante (alsoder Dampfung), mehr oder weniger schnell @brvidun ein zweiter, gleicher Stol3
erst dann erfolgt, wenn die Schwingungsantwort auf deeeiStol3 praktisch abgeklungenist,
gelten die gleichen Anfangsbedingungen wie beim erstefd, stad die einsetzende Bewegung
wird genau gleich ablaufen wie beim ersten Mal. Wenn manasvorstellt, dass sich gleiche
StoRe in gleichen, ausreichend langen Zeitabstandesewielen, muss sich die Stol3antwort
auch aus der periodischen Rechteckimpulsanregung leerlieissen, die im vorhergehenden
Kapitel untersucht wurde, wenn nur die Stol3dauer hinreidhdein und die Periode hinrei-
chend grol3 gewahlt wird. Wenn wir von demselben Einmas$sviager ausgehen, der im
vorhergehenden Kapitel untersucht wurde = 500kg, k = 123370%,D = 3%), und ihn
einer gleichartigen periodischen Rechteckimpulserrggussetzen, wobei aber die Stof3dau-
er zuAt = 0,03s (10 mal kleiner), und die Periode zLi = 12s (10 mal grofRer) gewahlt
wird, so tritt der Fall ein, dass die Schwingungen auf Grues Worhergehenden Stol3es zum
Zeitpunkt des folgenden stol3es weitgehend abgeklungedn(auf 0,35% der Anfangsampli-
tude). Zu Beginn jedes StoRRes der periodischen Erregudgrisschwinger somit praktisch in
Ruhe. Die Fourierreihenentwicklung dieser Kraft-Zeitttian fuhrt genau wie friher auf die
Fourierkoeffizienten.

F

o= Sl (2.149)
n m

F¢ = Bu [Fy (2.150)

n mw
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wobei die Argumente der Sinus- und Kosinusfunktionen in @edl3enq,, und 8, um den
Faktor100 kleiner sind:

7

n = 1— — 2.151

a cos(n200) ( )
T

L, = sin(n—— 2.152

b = sinnsss) (2152)

Fur die Darstellung als reine Sinusreihe ergeben sich diplauden zu

F, = op, (") (2.153)
nm
oder
_ Fi sinnag (2.154)
"200 nogk '
und fur die Phasenverschiebungen folgt
l—nm
= il 2.1
=700 2 (2.155)

Wenn wir fur diese Reihenentwicklung das Amplituden- uad Bhasenspektrum zeichnen, so
erhalten wir aus diesen beiden Spektren diejenigen daerkeid Beispiels, wenn wir nur jeden
hundertsten Wert betrachten. Ganz allgemein lasst sgnsalass periodische StolRanregun-
gen der Dauer und der Periode Amplitudenspektren besitzen, deren Verlauf der Funktion
sin 2 entspricht, wobei die Nullstellen den Frequenzabstand <; haben, und die Dichte der
Spektrallinien, die sog. Auflosung (resolution) im Freagigereich, durch\ f = % gegeben ist.
Zuriuck zum einmaligen, nicht periodischen Stol3vorgangsden Amplitudenspektrum lasst
sich aus dem des periodischen Stol3vorgangs ableiten, imdendie Periodd” gegen unend-
lich gehen lasst. Die Spektrallinien haben dann den Alolstaii, und die Fourierkoeffizienten

werden als Funktionen der Kreisfrequenz aus den Integralen
Q) = / F(t) cos Qtdt (2.156)
Fe(Q) = / F(t) sin Qtdt (2.157)

mit den Integrationsgrenzenco und +oo ermittelt. Der Frequenzbereich bis zur ersten Null-
stelle des Amplitudenspektrums wird als Bandbreite deR&toegung bezeichnet. Ein einmali-
ger Stol3 der Dauekt bewirkt demnach eine Schwingungsanregung, die einen uregerten
Frequenzbereich umfalit, d.h. die um so breitbandigeei&ijjzer die Stol3zeit ist:

2T

O = -2
PTOAT

(2.158)
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oder

1

=— 2.159
A7 (2.159)

Jo

Im theoretischen Grenzfall einer Stof3zeit null, also beima®Stol3, wird die Bandbreite un-
endlich grof3. Ein Dirac-Stol3 hat ein konstantes Amplitsgpektrum. Alle Frequenzen werden
gleichermal3en angeregt.

Zusammenfassung und Schluf3folgerungen:

- StoRRe sind geeignet, Systeme breitbandig anzuregemhgildis(relativ) unabhangig von
der Lage der Eigenfrequenzen des Systems.

- Aus diesem Grund muss bei der Konstruktion von Maschineglittist vermieden wer-
den, dass im Betrieb harte Stof3e auftreten, da sonst dleirsgungsfahigen Bauteile
angeregt werden konnen. (Spiele vermeiden, Schragveurg von Getrieben, ruckfreie
Charakteristik bei Kurvengetrieben, ziehender Schnitfbennvorgangen, usw).

- Andererseits lasst sich die grol3e Bandbreite der Ste@ang fir experimentelle Schwin-
gungsuntersuchungen ausnutzen, bei denen es darum gebigdnfrequenzen und die
zugehorigen Dampfungswerte eines schwingungsfahsystems zu ermitteln (s. Kap.
3).

2.6 Beliebige Erregung

Bisher haben wir die Schwingungsantwort des Einmassensgbvs auf periodische Erre-
gungen und auf stoRartige Erregungen untersucht. Untemigtichen und bei praktischen
Problemen auftretenden Schwingungsanregungen sind dasaehtige Sonderfalle. Neben
diesen gibt es aber eine ganze Reihe von Erregungsfunktoierundsatzlich anderen Cha-
rakteristiken. Zunachst kann man zwischen stationarehinstationaren Erregungen unter-
scheiden. Von stationarer Erregung spricht man, wenredigmdig mit konstanter Intensitat
und mit gleichbleibendem Erregerspektrum andauert. tiossére Erregung liegt vor, wenn
eine Schwingungserregung entweder nur manchmal oder kinfinaeine endliche Zeitdauer
erfolgt, oder wenn sie zwar standig andauert, aber maénailicher Intensitat. Davon un-
abhangig kann zwischen deterministischen und stoclastisErregungen unterschieden wer-
den. Deterministisch wird eine Zeitfunktion genannt, devéert sich fur jeden Zeitpunkt in
Vergangenheit und Zukunft genau angeben lasst. Stosbhdtieil3t eine Zeitfunktion dann,



SCHWINGER MIT EINEM FREIHEITSGRAD 77

wenn die Werte der Funktion zum Teil oder iberwiegend vdalligen, d.h. nicht genau vor-
hersehbaren Einflussgrof3en abhangen. Streng genomnuedisibeim Betrieb von Maschi-
nen, Anlagen und Fahrzeugen auftretenden Erregungs=daktionen nie vollkommen vor-
herzusehen und somit nicht deterministisch. Sie sind aelehochstens fiur eine begrenzte
Zeit von gleichbleibender Intensitat und somit nicht Bta@hr im strengen Sinn. Dennoch muss
in den meisten Fallen von derartigen Modellvorstellungeegegangen werden, um Vorher-
sagen zum Schwingungsverhalten einer Konstruktion imi&@giiberhaupt mit verniinftigem
Aufwand an Zeit und Geld machen zu konnen. Au3erdem zeggEdiahrung, dass sich mit
solchen Vereinfachungen, wenn sie sinnvoll vorgenommaemleve praktisch brauchbare Er-
gebnisse gewinnen lassen.

2.6.1 Numerische Integration

Bei einer beliebigen, instationaren Erregung von eneliddauer, einer sogenannten transien-
ten Erregung, fur die eine Losung der Schwingungsdiffea¢ggleichung nicht gefunden wird,
ist eine naherungsweise numerische Losung erfordeiels Prinzip jedes numerischen Ver-
fahrens zur Losung von Diffentialgleichungen beruht dgrgon den differentiellen (unendlich
kleinen) GroRen wieder zu endlich grof3en Differenzerrziigehen, in dem man die (auch nur
naherungsweise richtigen) Werte der Losung in endlicftgn Zeitschritten bestimmt, und da-
bei die Ableitungen (Differentialquotienten) in den Glaimgen durch Differenzenquotienten
ersetzt. Ausgehend von einem bekannten Zustand des Syatemem bestimmten Zeitpunkt
(Auslenkung Geschwindigkeit) lasst sich dann der Zus@mdEnde des Zeitschritts nahe-
rungsweise durch die Losung algebraischer Gleichungeittein.

2.6.2 Losung durch Fouriertransformation

Ein anderer Weg zur Losung der Schwingungsgleichung, oolsl fur eine transiente Er-
regung als auch fur eine beliebige stationare Erreguaglicti ist, fuhrt GUber eine Transfor-
mation aus dem Zeitbereich in den Frequenzbereich. Dod aurs der Schwingungsdiffe-
rentialgleichung eine algebraische Gleichung, dererubggnach der Riuicktransformation in
den Zeitbereich) die Losung der Differentialgleichungstiallt. Dieses Verfahren wird in vie-
len Bereichen der Technik angewandt, bei denen Differighi@hungen die physikalischen
Zusammenhange beschreiben, so z.B. in der Elektrotedimsiesondere in der Nachrichten-
technik, und in der Regeltechnik. Wir betrachten irgen@sistem, das einen Eingapg) und
einen Ausgang(t) besitzt. Bei einem System der Nachrichtentechnik konasexeispielswei-
se eine Signalubertragungsstrecke sein, bei deren Rwrfeln das Eingangssignal) in einer
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veranderten Form (abgeschwacht, verzerrt, zeitliclsetzt) am Ausgang als(t) erscheint.
Bei einem Schwingungssystem kann das Eingangssighgbeispielsweise die Erregerkraft
oder die FuRpunktbeschleunigung, und das Ausgangssigné&dahwingwegz(t) sein. Ein
Schwingungssystem ist ein lineares System, da zwischerEilegangy (¢) und dem Ausgang
x(t) mit seinen zeitlichen Ableitungen ein linearer Zusammaeghlaesteht, namlich unsere
bekannte Schwingungsdifferentialgleichung

mi + di + kx = y(t)

Fur die Transformation einer Funktion aus dem Zeitbergiaten Frequenzbereich verwenden
wir die Fourier-Transformation, die mit Hilfe des Fouriategrals

X(Q) =F{z(t)} = / z(t)e 7 dt (2.160)

ausgefuhrt wird. Diese Transformation ist umkehrbar eu), d.h. die Rucktransformation
aus dem Frequenzbereich in den Zeitbereich ergibt wie@anrdpringliche Zeitfunktion:

z(t) = FH{X(Q)} = / X (Q)e?d0 (2.161)

Die Fourier-Transformation ist ein Sonderfall der aus deg&ungstechnik bekannten Laplace-
Transformation, bei dem das Argument der Exponentialionkiin imaginar ist. Die Fourier-
transforrnation ist eine lineare Transformation, sodass

F{ayz(t) + asxe(t)} = a1 F{z1(t)} + asF{xo(t)} (2.162)

ist. AuRerdem lasst sich zeigen, dass einer zeitlicheriAlrlg der Funktion im Frequenzbe-
reich eine Multiplikation mitjQ2 entspricht:

F{i(t)} = jQF{z(t)} (2.163)

Wenn man nun die Differentialgleichung des Einmassensuwys in den Frequenzbereich
transformiert, und die beiden obigen Eigenschaften deré&eliransformation anwendet, erhalt
man im Frequenzbereich als Zusammenhang zwischen Schegngmd Erregung

Y ()

X(Q) =
(@) —mQ? + jdQ + k

(2.164)

Diejenige Funktion vorf2, mit der die EingangsgrofRe(2) multipliziert werden muss, um
die AusgangsgroR& () zu erhalten, bezeichnet man albertragungsfunktion oder auch
als Transferfunktion (transfer function) des Systemss@lidBegriff ssammt offensichtlich aus
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der Nachrichtentechnik). Di&bertragungsfunktion, die den Zusammenhang zwischen Erre
gungsfunktion und Schwingweg des EinmassenschwingersenquEnzbereich beschreibt, ist
folglich

1
—mQ2 + jdQ + k

H(Q) = (2.165)

Die Vorgehensweise zur Ermittlung des Schwingwegs ber &ekebigen Erregung kann dann
wie folgt aul3sehen:

- Transformation der Erregungsfunktion in den Frequerabbr
- Multiplikation mit der Ubertragungsfunktion des Einmassenschwingers
- Rucktransformation auf diese Weise ermittelten Schwigggs in den Zeitbereich,

Theoretisch ist damit jede beliebige Erreger-Zeit-Fumki@bgehandelt. Praktisch lassen sich
aber in vielen Anwendungsfallen die Fourier-Transfolioratind die Ruicktransformation nicht
analytisch, sondern nur numerisch durchfuhren, sodasgsghdie numerische Integration der
Bewegungsgleichungen im Zeitbereich der Transformat@atsode vorgezogen wird. Bei der
Untersuchung der periodischen Erregung haben wir festlfesiass sich die Amplituden der
einzelnen Frequenzanteile der Schwingungsantwort dasr@gsdurch Multiplikation der je-
weiligen Erregeramplitude (Betrag des Amplitudenspeklimit dem zu dieser Frequenz
gehorigen Wert der VergrolR3erungsfunktion ergaben. Diagit die Vermutung nahe. dasss die
Ubertragungsfunktion in einem engen Zusammenhang mit degryoRerungsfunktion steht.
Die Ubertragungsfunktion ist eine komplexe Funktion. Die VeRerungsfunktion ist dagegen
reell und enthalt nur positive Werte. Wir bilden also derirBg derUbertragungsfunktion, in-
dem wir uns zunachst deren Real- und Imaginarteil veffmmaNach Einfuhrung der friher
verwendeten Abkiirzungen fur das Verhaltnis zwischaedarkreisfrequenz und Eigenkreis-
frequenz sowie fur das Lehr'sche Dampfungsmal} erhaltedem Realteil zu

R} = s (2.166)
und den Imaginarteil zu
—2D
SHW) = s (2.167)

Der Betrag detJbertragungsfunktion des Einmassenschwingers ergibtfsiglich zu

HQ) = - = @D (2.168)
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Der Phasenwinkel der komplexen GroBé(2) wird

_ S{H()}
_ —2Dn (2.170)
1—n?

Das heil3t, wir erhalten beim Betrag ein um den konstantetoF%k/eréndertes Ergebnis, bei
der Phase genau das gleiche Ergebnis wie friher. Bei eirgdnwifgungssystem verwendet
man anstelle des Begriffs délbertragungsfunktion haufig auch den Begriff komplexes-Fr
guenzgang. Zur Darstellung des komplexen Frequenzgamdissiben der bisherigen Darstel-
lung als Betrag und Phase tber der Frequenz, noch zweieaDdestellungsarten gebrauchlich:

- Darstellung von Realteil und Imaginarteil Uber der Frelg

- Darstellung von Imaginarteil Uber dem Realteil (Nydtisagramm), wobei allerdings
die Information Uber die zugehorige Frequenz verlorahgeeshalb diese Darstellungs-
art im allgemeinen nur in Verbindung mit einer der beidenemad Darstellungsarten als
Zusatzinformation verwendet wird.
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Viele technischen Systeme lassen sich beziglich ihrewi8ghingsverhaltens weder mit dem
Modell des Einmassenschwingers, noch mit dem des Schvemgiekkontinuierlich verteilter
Masse und Steifigkeit vernuinftig beschreiben. Nehmen W@r eine Maschine mit rechtecki-
ger Grundflache, die an den 4 Ecken auf Federn gelagereiisiSvenn an den Lagerstellen
Fuhrungen angebracht sind, die horizontale Verschiefiungd eine Verdrehung um die Hoch-
achse verhindern, hat die als starres Gebilde betrachtetelvhe immer noch 3 Freiheitsgrade
der Bewegung: einen der Vertikalverschiebung (Hubbewgpund zwei Drehfreiheitsgrade
um die Langs- und die Querachse (Kippbewegungen). Nur wenBchwerpunkt der Maschi-
ne sich genau zentrisch zwischen den Lagern befindet, wiedreine Hubschwingung moglich
sein. Bei exzentrischem Schwerpunkt ist jede Hubbeweguegen der unterschiedlichen He-
belarme der Federkrafte und dem daraus resultierenddmiament, mit einer Drehbewegung
verbunden, sodass die Maschine gekoppelte Hub-Kipp-$gumgen ausfuhren wird. Bei den
folgenden Untersuchungen verwenden wir bei Modellen ungiaen stets den Zweimassen-
schwinger. Die in Form von Matrizengleichungen aufgetelBeziehungen gelten aber fur
Schwinger mit einer beliebig grof3en Zahl von Freiheitsgrad
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3.1 Freie, ungedmpfte Schwingungen

Beim Aufbau eines Schwingungsmodells gehen wir von dem dldstz auf glatter Unterla-
ge aus, der tUber eine Feder an eine starre Wand gefessdlhidtesem Klotz sei Uber eine
zweite Feder ein zweiter Masseklotz angekoppelt. Das Bystdl in der skizzierten Lage
im Gleichgewicht sein, d.h. beide Federn sind spannung&fre das Schwingungsverhalten
dieses Systems nach einer Storung seines Gleichgewightstersuchen, betrachten wir die
freigemachten Massen in einer ausgelenkten Lage, bei deckmaligerweise beide Federn
unter Zug stehen (d.h. die Auslenkung der zweiten Masse gvii@er angenommen, als die
der ersten). Die Impulssatze fur die beiden Massen lauten

mid; = —kixy + ka(xy — x1) (3.1)
meds = —ko(xe — 1) (3.2)
oder:
miZ, + (k1 + k2)xy — kexg = 0 (3.3)
MoZy — kox1 + kaxe =0 (3.4)

Die beiden Impulssatze lassen sich in eine Matritzengleig zusammenfassen:
Mi+ Kz =0 (3.5)

Dabei nennt man di@¢/ Massenmatrix/<' die Steifigkeitsmatrix una den Verschiebungsvek-
tor des Schwingungssystems. Auf der rechten Seite des femadifferentialgleichungssy-
stems steht in dieser Schreibweise der Nullvektor. Analogvbrgehensweise beim Einmas-
senschwinger probiert man den Losungsansatzu sin wt und erhalt ein homogenes lineares
Gleichungssystem fiir den Amplitudenvektar(—w?*M + K)u = 0 das nur dann nichttri-
viale Losungen besitzt, wenn die Determinante der Koeffignmatrix verschwindet. Diese
Bedingung fuhrt auf eine biquadratische Gleichung fur

w? — W2(ng + (1 + M)W(Qn) + W021W32 =0 (3.6)

wobeiwy = /&, wy, = /42 die Eigenkreisfrequenzen der beiden entkoppelfen Einmas-
senschwinger und = 2= deren Massenverhaltnis bedeutet. Die Wurzeln der bigtisdhen
Gleichung

2 1 2 2 1 2 \2

W= wor + ( 2+ )W _ \/wm +( Iﬂ)woz) Wl (3.7)
wa, + (1 + p)w? W + (1 + p)ws,)?

Wl = 01 (2 1) Wis + oL+ ( ; 1)Wiz) — Whwi (3.8)

sind die Quadrate der beiden Eigenkreisfrequenzen deppgeken Schwingungssystems.
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Sonderfall: Homogener Zweimassenschwinger Von einem homogenen Schwinger spricht
man, wenn alle Massen und alle Federn gleich sind. Beim Zagsenschwinger bedeutet das
Wo1 = W2 = Wo Und,LL = 1. Dann wird

3—V5H

W1 = Wo 2\/_20,6180.10 (39)
3 Y

Wy = Wo +2\/_ = 1,618W0 (310)

Die Losungen des homogenen Gleichungssystems zu denkiggefrequenzen sind die Eigen-
schwingungsformen des Systems. Die Losungen mussetneesrs sind aber jeweils nur bis
auf einen konstanten Faktor bestimmt. Bei der Eigenkesisfenzu, lautet das Gleichungs-

system:
_w%ml + ki + ko —k U1l . 0
—ko —wimg + ks U12 0

Aus der zweiten Gleichung folgt beispielsweise

w1k o un

(3.11)

U2 = kfg—w%mg N 1_ﬂ
wobei u;; eine beliebige Konstante ist. Die erste Gleichung wirdedas gleiche Ergeb-
nis fuhren. Die Eigenschwingungsformen werden durch diefvektoren beschrieben, deren
Komponenten die Amplituden der Schwingwege der Massendsebétreffenden Eigenkreis-
frequenzen sind:

1 . 1
O, = 1 up; und Py = 1 U2y

2
w w

1——- 1——2
“02 “02

Die Eigenvektoren von Mehrfreiheitsgradsystemenhabé&mi@onalitatseigenschaften, die ins-
besondere fur dynamische FE-Berechnungen eine grol3e §oélen, da sie sich fur Berech-
nungsweisen ausnutzen lassen, die in vielen Fallen descBeungsaufwand erheblich verrin-
gern. 1) Die Eigenvektoren sind -orthogonal. das heif3t:

0 fur i#j

LT (3.12)
const. 20 fur 1=y

gM@:{
Da die Eigenvektoren nur bis auf einen konstanten Faktotirbeg sind, kann man sogar
normieren:

(3.13)

- 0 far i+#j
ﬁM%Z{ ) o
moug # 0 fur =
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Haufig werden die Eigenvektoren als Spaltenvektoren ia Blatrix zusammengefasst:
=D, dy,...,0,} (3.14)

2) Die Eigenvektoren sind audki-orthogonal. Das lasst sich leicht aus der ersten Orthagon
litatseigenschatft folgern:

(—wM+K)®; =0=K® = w/M®, (3.15)
BTRD; = wldT M, (3.16)
0 fur i#j
_ { s e (3.17)
wimoug  far i=j
Fur die Matrix der Eigenvektoren gilt dann:
PTKD = Amyu] (3.18)

wobeiA die Diagonalmatrix der Eigenkreisfrequenzquadrate ist:

2
A= ( wp 0 ) (3.19)
0 w?

Mit dem Wissen um diese Orthogonalitatseigenschaftercapgnvektoren lasst sich das Pro-
blem des Mehrmassenschwingers MiEreiheitsgraden auf Probleme fir Einmassenschwin-
ger zuruckfuhren, das heil3t auf Aufgaben, die weseniciter zu [6sen sind. Zum Verstand-
nis der Vorgehensweise sind die folgendgiperlegungen wichtig. Wir haben vorne die Ver-
schiebungen der beiden Massen unseres Zweimassenschsiimgmen Vektor zusammenge-
fal3t. Das geschah zunachst rein formal, als bequeme Salmise. Genauso wie zwei Orts-
vektoren, die nicht zusammenfallen, eine Ebene aufspaiaen drei Ortsvektoren, die nicht
in einer Ebene liegen, den dreidimensionalen Raum aufgpatann man sagen, dass die
Bewegungsfreiheitsgrade (Verschiebungen und Verdregm)ngines Mehrmassenschwingers
einenN-dimensionalen Raum aufspannen, den Zustandsraum desngcmgssystems. Jeder
momentane Zustand das Systems mit festen Werten der \eselgen und Verdrehungen,
stellt einen Punkt in diesem Zustandsraum dar. Dem Glewiotp¢szustand des Systems ist
der Ursprung im Zustandsraum zugeordnet. Eine Schwinglpawgeist eine Raumkurve im
Zustandsraum. Der Schwingbewegung in einer Eigenschwigfarm entspricht eine Gerade
durch den Ursprung. Der Richtungsvektor dieser Geradeterstugehorige normierte Eigen-
vektor. So wie wir in der Ebene oder im Raum den Ort eines Rgiktverschiedenen Koordi-
natensystemen eindeutig beschreiben konnen (Kooraitmnatesformation), lasst sich auch der
momentane Zustand eines Mehrmassenschwingers eindestirieiben, wenn als Koordina-
tensystem nicht die Bewegungsfreiheitsgrade, sonderiidienvektoren verwendet werden.
Die Eigenvektoren spannen, auf Grund ihrer Orthogortatiggn gesamten Zustandsraum auf.
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3.2 Erzwungene Schwingungen des ungéadhpften Systems

3.2.1 Periodische Erregung

Wir betrachten zunachst den Fall der harmonischen Ergedtsrmonische Erregung bedeutet,
dass die Anregungs-Zeit-Funktion eine reine, einfreqai@musfunktion ist, bei einer Krafter-
regung also ein Kraftvektor mit sinusforrnig verandehgr GroRRe:

F(t) = FsinQt (3.20)

Die Schwingungsgleichungen eines Mehrmassenschwingsssn sich mit Hilfe der Matri-
zenschreibweise formal genau gleich wie beim Einmassearisgber als

Mi 4+ Kz = F(t) = FsinQt (3.21)

angeben. Der Losungsansatz fur die stationaren Ansefovtingungen, die sich ergeben, wenn
die durch die Anfangsstorung angeregten freien Schwiggnmes Systems abgeklungen sind
(durch sehr schwache Dampfung des Systems, die fur digdibBetrachtungen vernachlassigt
wird), lautet

x(t) = &sin Qt (3.22)

Einsetzen in die Schwingungsgleichung liefert:

(—2M + K)i = F (3.23)
Dies ist aber nicht, wie beim Einmassenschwinger, einfaelnzu ldsende Gleichung, sondern
ein inhomogenes lineares Gleichungssystem, dessen gi@stimformal in der Form

i=(—M+ K)'F (3.24)

anschreiben lasst, d.h. durch Multiplikation des Kraftitndenvektors mit der Inversen der
Koeffizientenmatrix. Wie wir im vorigen Kapitel festgedtdiaben, hat die Determinante die-
ser Koeffizientenmatrix bei einem Zweimassenschwingei Xuéistellen (bei den beiden Ei-
genkreisfrequenzen). Bei eineNrMassenschwinger hat sig¢ Nullstellen bei denV Eigen-
kreisfrequenzen. Wir wissen aul3erdem, dass die Kompamentdes Losungsvektors eines
inhomogenen Gleichungssystems durch
Detn

n = Det
angegeben werden konnen, wobei Detn die Determinante Blagix ist, bei der dien-te
Spalte durch den auf der rechten Seite des Gleichungssystehrenden Spaltenvektor ersetzt

(3.25)
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wurde, in unserem Fall also durch den KraftamplitudenveRa@ Nullstellen des Nenners ei-
ner Funktion bezeichnet man als die Pole der Funktion. InRt#en wachst die Funktion Uiber
alle Grenzen (nimmt den West an). Die Amplituden der stationaren Antwortschwingungen
eines ungedampfteN-Massenschwingers bei einer harmonischen Erregung habanath,
als Funktion der Erregerfrequenz betrachtefole, bei denen die Schwingungsamplituden
unendlich gro3 werden. Die Polstellen sind die Eigenkreggienzen des Mehrmassenschwin-
gers. Beim Einmassenschwinger nannnten wir der Fall, dagstegerfrequenz mit der Eigen-
frequenz zusammenfallt, den Resonanzfall. Der Mehrnmas$svinger halv Eigenfrequenzen
und somitN Frequenzen, bei denen Resonanzfalle auftreten konreeist&ionarer harmoni-
scher Erregung einer Maschine, zum Beispiel durch die Uhtvdiehender Maschinenteile,
muss sorgfaltig darauf geachtet werden, dass die Dralgregmit keiner der Eigenfrequenzen
auch nur annahernd Ubereinstimmt, um unerwiinscht gReBenanzschwingungen zu vermei-
den. Die Rotoren grol3er Turbomaschinen werden beispigdwaeist bei Drehzahlen betrie-
ben, die oberhalb der durch die Biegeelastizitat der Vgdtgebenen kritischen Drehzahl liegen
(bei der ersten Eigenfrequenz der Wellenbiegeschwinguregger noch deutlich unterhalb der
zweiten Eigenfrequenz des Rotors. Bei vielen Maschinemn kaan davon ausgehen, dass die
funktionsbedingte Erregungsfunktion zwar nicht harmomjgber (zuminderst naherungswei-
se) periodisch, ist. Dies trifft z.B. fur alle Maschinen bei denen die gleichférmige Drehbe-
wegung eines Antriebsmotore Uiber Getriebe (Kurbeltidgzkentrieb usw.) in ungleichformi-
ge Bewegungen der Maschinenteile umgewandelt wird. Wenamg daran erinnern, dass eine
beliebige periodishe Erregung mit Hilfe der Fourierreietwicklung stets als eine Summe
harmonischer Erregungen dargestellt werden kann, die atmsilén in einer Grundfrequenz
(entsprechend der Periode der Erregung) und deren Vielfaaten sogenannten Harmoni-
schen besteht, so heilit das, dass in diesem Fall das garkteu8pder Erregungsfunktion auf
das Spektrum der Eigenfrequenzen des Mehrmassenschevadgaistimmen ist. Die Gefahr
von Resonanzerscheinungen ist weitaus grof3er als benaemonischer Erregung.

3.2.2 Transiente Erregung

Zur Berechnung der Schwingungsantwort eines linearen Massenschwingers auf eine tran-
siente Erregung gibt es in der Praxis zwei unterschiedNdnigehensweisen:

- die direkte Integration,

- die modale Zeitverlaufsberechnung.
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Bei der direkten Integrationsmethode wird das Differdgt&chungssystem
Mi + Kz = F(t) (3.26)

direkt, d.h. in dieser Form (oder nach Umwandtung in ein déhtialgleichungssystem 1.
Ordnung) numerisch integriert. Das Runge-Kutta-Verfahdas wir beim Einmassenschwin-
ger kennengelernt haben, ist allerdings nur fur Schwingékvenigen Freiheitsgraden geeig-
net. Es gehort namlich zur Klasse der sogenannten etgulilmtegrationsverfahren, bei denen
sich die Funktionswerte zur Zeit+ At unmittelbar in den Werten zur Zeitausdricken las-
sen. Alle expliziten Integrationsverfahren haben die Bsghaft, dass sie nur bedingt stabil
sind. Wenn der Zeitschritt bei der numerischen Integratimmt klein genug gewahlt wird,
kommt es zu numerischen Instabilitaten. Die numerischsub( weicht von Zeitschritt zu
Zeitschritt immer starker von der richtigen Losung abucklicherweise ist das Ergebnis der
Rechnung in den meisten Fallen schon nach wenigen Zditechso offensichtlich falsch,
dass die Instabilitat erkannt wird. Haufig bricht sogas Riechnung wegen zu grof3er Zahlen
ab. Bei den expliziten Integrationsverfahren muss deisghiitt kleiner als ein Viertel der Pe-
riodendauer der grofdten Eigenfrequenz des Schwingersdsanit die Rechnung stabil bleibt.
Das leuchtet unmittelbar ein, wenn man bedenkt, dass naeh\diertelperiode jeweils entwe-
der die Schwinggeschwindigkeit oder die Schwingbeschigung das Vorzeichen wechseln.
Wenn ein Mehrmassenschwinger sehr viele Freiheitsgrad@éiedynamischen FE-Modellen
konnen das mehrere tausend werden), hat er meist auch ref$e gigenfrequenzen. Dann
sind bedingt stabile Integrationsverfahren nicht mehkigtabel, da der Zeitschritt zu klein
gewahlt werden muss. Kommerzielle FE-Programmsysterti@aken deshalb Integrationsal-
gorithmen, die unbedingt stabil sind, so dass die Gro3eZdéschritts problembezogen frei
gewahlt werden kann. Dies sind in der Regel sogenanntazitgplntegrationsverfahren, bei
denen der Verschiebungsvektor zur ZeitAt nicht explizit aus den Werten zu frilheren Zeiten
bestimmt werden kann, sondern als Losungsvektor eineariem Gleichungssystems ermittelt
werden muss. Die bekanntesten impliziten Integratioriakieen sind das Newmark-Verfahren
und das Wilsor-Verfahren. Die direkte Integration wird vor allem zur Wigg nichtlinea-
rer Schwingungsprobleme angewandt. Bei linearen Prolslemel man sie nur anwenden,
wenn die Schwingungsantwort nur fur ein oder zwei relativzie Erregungs-Zeit-Funktionen
berechnet werden soll. Trifft das nicht zu, z.B. weil fin @estimmtes Schwingungssystem
mehrere Erregungs-Zeit-Funktionen betrachtet werdesseriioder weil der Zeitverlauf re-
lativ lang ist, lohnt es sich, eine modale Zeitverlaufsreety (THMA = time history mo-
dal analysis) durchzufuhren. Bei diesem Verfahren werdgsrst die Eigenfrequenzen und
Eigenvektoren des Schwingungssystems ermittelt. Danth av@ Schwingungsgleichung ein-
schliel3lich der rechten Seite durch Multiplikation mit ddatrix der Eigenvektoren in den
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Modalraum transformiert, in dem die Schwingungsgleicramgntkoppelt sind. Man hat so
anstelle einesV-Freiheitsgradsystem$ Einmassenschwinger vorliegen, deren Schwingungs-
antwort viel einfacher berechnet werden kann. Durch dieldlefiende Ricktransformation in
den Raum der Ausgangsvariablen erhalt man die gesuckteigtdes Schwingungsproblems.
In der Praxis ist dieses Verfahren einfacher anzuwendsresabei dieser Beschreibung den
Anschein hat. Da das Ergebnis der Transformation fur dieeliSeite des Differentialgleichung
-Systems bekannt ist, braucht nur die rechte Seite (d.hKdtvektor oder die Ful3punktbe-
schleunigung) transformiert und die Rucktransformatien Losungen durchgefuihrt zu wer-
den. Ein grol3er Vorteil bei der Anwendung des Verfahremglfinamische FE-Berechnungen
besteht darin, dass gar nicht alle Eigenwerte und Eigeawektdes Schwingungssystems be-
rechnet werden missen. Vielmehr reicht es aus, nur dggeritigenvektoren zu kennen, deren
zugehorige Eigenfrequenzen im interessierenden Fretpeesich liegen. Kommerzielle FE-
Programmsysteme enthalten Eigenwertloser, die nur gterem. Eigenwerte und -vektoren
berechnen (z.B subspace vector iteration). Die modaleveigiufsrechnung wird dann in ei-
nem Unterraum des Modalraums vorgenommen. Beispiel: EslaslSchwingungsverhalten
einer Webmaschine untersucht werden, die mit 420 SchulRutslarbeitet. Die Grundfrequenz
der periodischen Erregung im stationaren Betrieb istifichg/ Hz. Wegen der Ungleichformig-
keitsgetriebe sind jedoch Harmonische bis zur zwolftedndng zu beruicksichtigen, d.h. bis
zu einer Frequenz von 84 Hz. Ein FE-Modell des Rahmens akeBalind Plattenelementen
hat aber bei einer Elementlange von z.B. 20 cm insgesan&0faFreiheitsgrade und somit
auch Ca. 800 Eigenfrequenzen, die bis in den Bereich UbkHZGeichen. Fur die Aufgaben-
stellung interessant sind aber nur die ersten 10 bis 15 Egprenzen im Frequenzbereich bis
etwa 100 Hz.

3.3 Schwach gedmpfte Systeme

Bisher haben wir ausschlie3lich den (unrealistischen)dedtachtet, dass unser Mehrmassen-
schwinger ungedampfte Schwingungen ausfuhrt. Datitreg drei gute Grinds:

- die mathematischen Zusammenhange sind wesentlicrchefalarzustellen,

- esist meist gar nicht moglich, zutreffende Dampfungsitanten fur gekoppelte Systeme
anzugeben.

- das ungedampfte System unterscheidet sich beziglinkrsgigenfrequenzen und Ei-
genschwingungsformen nur unwesentlich von einem schwagargpften System.
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In der Praxis haben wir es sehr haufig mit schwach gempftémiBgungsystemen zu tun,
weil beim Betrieb von Systemen mit starker Dampfung wengehwingungsprobleme auf-
treten. FUr schwach gedampfte Systeme ist es zulassigigenfrequenzen und Eigenformen
des ungedampften Systems zu verwenden, um eine Transfonnmaden Modalraum durch-
zufuhren. Im Modalraum hat jede Eigenform (Mode) ihre agBifferentialgleichung, wie ein
Einmassenschwinger. Man kann deshalb jeder Eigenformbasgmmte modale Dampfung
zuordnen, indem man in die Differentialgleichung ein Déumgsglied mit dem entsprechen-
den Lehr'schen Dampfungsmald einfugt. Beziglich deusetzenden modalen Dampfungs-
werte ist man meist auf Annahmen angewiesen, die auf Enfigierumit ahnlichen Konstruk-
tionen beruhen. In diesem Fall wird man pauschal einen Da@ngswert fur alle Eigenfor-
men wahlen. Seltener hat man Ergebnisse experimentelsviBgungsuntersuchungen an der
ausgefuhrten Konstruktion zur Verfigung, aus denenede Eigenform individuelle modale
Dampfungswerte ermittelt werden konnen. Fur einigheibeitsrelevante Systeme sind die fur
die Berachnung zu verwendenden modalen DampfungsweRegelwerken vorgeschrieben,
so z.B. fur Rohrleitungen und Behalter im Kernkraftwdr&seich. Mit dem modalen Damp-
fungsansatz erreicht man, dass im Modalraum, in dem sowetNMdssenmatrix als auch die
Steifigkeitsmatrix Diagonalform haben, die Differenti@ighungen auch des gedampften Sy-
stems entkoppelt bleiben, was beim Ansatz einer Dampfuagsx in der Schwingungsglei-
chung im allgemeinen nicht der Fall ist, es sei denn, mart pagportionale Dampfung voraus,
die oft auch als Rayleigh-Dampfung bezeichnet wird. BeiRiayleigh-Dampfung wird ange-
nommen, dass die Dampfungsmatrix sich additiv aus zwetiadBeseilen zusammensetzt, von
denen einer proportional zur Massenmatrix, der andereoptiopal zur Steifigkeitsmatrix des
Systems ist:

C =aM + 8K (3.27)

Diese Dampfungsmatrix wird durch eine Koordinatentransfation, bei der sowohl die Mas-
senmatrix als auch die Steifigkeitsmatrix Diagonalformaéign, ebenfalls in eine Diagonal-
matrix Uberfuhrt. Dal’ bedeutet, dass diegekoppelten Differentialgleichungen eines Mehr-
massenschwingers

Mi + Ci + Kz = F(t) (3.28)

bei Annahme proportionaler Dampfung durch die Transfaionan den Modalraum des ent-
sprechenden ungedampften Schwingers entkoppelt wekdereine Eigenform des Schwin-
gers mit der Eigenkreisfrequenz ergibt sich bei Rayleigh-Dampfung eine modale Dampfung

« Puw;
D=

(3.29)
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Der massenproportionale Anteil bedingt einen hyperbbéscverlauf der modalen Dampfung
uber der Frequenz, der fur die niederfrequenten Schwiggn maf3gebend ist. Der steifig-
keitsproportionale Anteil fuhrt zu einem linearen Anwaeh der modalen Dampfung mit der
Frequenz und ist demnach fur hohe Eigenfrequenzen domidarch die Festlegung der mo-
dalen Dampfung fur zwei Moden sind die beiden Proportitétakonstanten des Rayleigh-
Ansatzes bereits eindeutig festgelegt. Meist wird manghdiie Konstanten so bestimmen,
dass in einem bestimmten Frequenzband die modalen Daggriwmterhalb eines vorgege-
benen Wertes bleiben. Der Rayleigh-Ansatz ist Gibrigeh geeignet, um in Fallen, in denen
die Schwingumgsgleichung ohne vorherige Ermittlung dgeBfrequenzen und Eigenformen
durch direkte Integration gelost werden soll, zu einenueftigen Dampfungsmatrix zu kom-
men.
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Bisher haben wir schwingungsfahige Systeme betracheetldnen die Masse in einem Teil
der Konstruktion konzentriert ist, der sich wiederum tbarhte elastistische Bauteile abstutzt.
Das Schwingungsverhalten solcher Systeme lasst sichemitModell des Einmassenschwin-
gers beschreiben, der aus einer starren Masse und einezloszssFeder besteht. Dieses idea-
lisierte Modell stellt einen Grenzfall dar, der in der R&a#linicht wirklich vorkommt. Der
andere Grenzfall dagegen, das Modell eines SchwingerdgheiSteifigkeit und Masse vollig
gleichmaflig iber das gesamte Bauteil verteilt sind, Katdchlich real existieren, z.B. als Stab
mit konstantem Querschnitt aus homogenem Material, dag&aoder Biegeschwingungen
ausfuhrt. Das Schwingungsverhalten solcher Kontinuansa@hfolgend an einigen Beispielen
untersucht werden.

4.1 Langsschwingungen einer Feder

Wir betrachten eine Feder mit der Federkonstantesie spannungsfrei zwischen starren La-
gern eingebaut und in Ruhe ist. Die Feder habe die Langad die Massen. Wenn man
irgendeine Stelle der Feder in Langsrichtung auslenktdanth losaldt, so ist das Gleichge-
wicht insgesamt gestort und jedes Massenelement der kedkefreie Langsschwingungen
um seine jeweilige Gleichgewichtslage ausfuhren. EineFeldment der Langéx, das sich
im Gleichgewichtszustand zur Zeit= 0 an der Steller befindet, wird zur Zeit (mit ¢ > 0)

an der Steller + u(t) sein. Da jedes Massenelement eine unterschiedlich grafdehebung
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erfahrt, ist die Verschiebungnicht nur eine Funktion der Zeit, sondern auch des Otteen
ein Massenelement der Feder im Ruhetustand einnimmt:

u=u(z,t) 4.1)

Wenn in der Feder kein Gleichgewichtszustand vorliegtnkaan auch nicht mehr davon aus-
gehen, dass die Federkraft langs der Feder Uberall gigathist, sondern auch die Federkraft
ist eine Funktion von Zeit und Ort:

F = F(z,1) (4.2)

Wir bezeichnen die auf die Langeneinheit bezogene Fedserals spezifische Federmagse
setzen also

w= T (4.3)

und definieren eine Federsteifigkeials Produkt aus der Federkonstahiend der Federlange
L:

k=kL (4.4)

Die Federsteifigkeit hat die Dimension einer Kraft. Es igjeiige Kraft, die erforderlich ist,
um die Feder auf die doppelte Lange auszuziehen, das heiléine Federdehnung (relative
Langenanderung) vom Betragzu erreichen, da zwischen Federkraft und Federsteifigkeit d
Zusammenhang

AL

besteht. Die Dehnung des betrachteten Federelementsadged.: wird zur Zeitt

. u(z +dz,t) —u(z,t)  Ou

— — 4.6
dx or (4.6)
Die von einem Element Ubertragene Federkraft ist der Detnpuoportional:
ou
F(x,t)= t) = k— 4.7
(2.1) = ne(a, t) = ns- (4.7)
Die auf unser Element wirkende rmultierendk Kraft ist fatgl
AF = F(x+dz,t)— F(x,t) (4.8)
or
= —d 4.9
5 (4.9)
2
_ GJu (4.10)

ox?
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Der Impulssatz fur ein Federelement der Masse

Am = pdx (4.11)
lautet dann:
0%*u 0%u
oder

Pu 0%

o~ ox2
mit der Abkurzunge? = ﬁ Diese partielle Differentialgteichung 2. Ordnung wird &in-
dimensionale Wellengleichung bezeichnet. Nach einerugthdes Gleichgewichts der Feder
laufen Wellen nach beiden Seiten von der Storstelle weg.Aisbreitungsgeschwindigkeit
dieser Wellen ist gleicla. Die Wellen werden an den Federenden reflektiert und, nach ei
gen solchen Reflektionen, bildet sich eine stehende Wediglsai der jeder Massenpunkt eine
Schwingung um seine Gleichgewichtslage ausfuhrt, deraplAude ausschliel3lich eine Funk-
tion des Ortes ist. Wenn wir uns fur diese Schwingungerraéstgeren, mussen wir Losungen
der Differentialgleichung suchen, die sich als Produkteinsr reinen Zeitfunktion und einer
reinen Ortsfunktion darstellen lassen:

(4.13)

u(t) = v(t)w(x) (4.14)

i(tw(z) = v(t)i(x) (4.15)
i(t) _ 2%(@) (4.16)
v(t) w(x)
Links vom Gleichheitszeichen steht eine reine Zeitfunkti@chts davon eine reine Ortsfunk-

tion. Wenn die Gleichung erfullt sein soll, miissen faplbeide Seiten konstant sein:
i(t) _ puw()

vt~ ()

= const = —w? (4.17)

Auf diese Weise erhalten wir mit dem Produktansatz furestele Wellen aus einer partiellen
Differentialgleichung zwei gewohnliche Differentiaégthungen. Die 1. Differentialgleichung
fur die Zeitfunktion der Schwingungen eines Federelesient seine Gleichgewichtslage ist
die bekannte Schwingungsgleichung des Einmassenschwinge

i(t) +w?(t) =0 (4.18)
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Die 2. Differentialgleichung fur die Ortsfunktion der Anitpden dieser Schwingungen, die
sogenannte Eigenschwingungsform, hat genau die gleicharBa

2

w(z) + (Z—Zw(x) =0 (4.19)
Ihre allgemeine Losung lautet:
w(z) = Asin (gx) + B cos (gx) (4.20)
C C

Bei den im Beispiel vorliegenden Randbedingunged) = w(L) = 0 folgt, dass nur fur
gewisse Werte voly nichttriviale Losungen existieren:

Wy = mr% und n=1,23,.. (4.21)

Diese Werte sind die Eigenkreisfrequenzen der Federsgungen. Die zugehorigen Losungs-
funktionen

wy(x) = Ay sin (w—cnx> und n=1,2,3,.. (4.22)

nennt man deren Eigenschwingungsformen. Ein Schwingyetss mit kontinuierlicher Ver-
teilung von Masse und Steifigkeit hat also unendlich vieggeBirequenzen, denen jeweils eine
bestimmte Schwingungsform des Systems zugeordnet isgldie zunachst nur bis auf den
Wert A,, bestimmt ist. Dieser Wert ist keine Systemkenngrol3e, esantdangt vom Ort, von
der Art und von der Grol3e der Gleichgewichtsstorung abzdr Zeitt = 0 eingebracht wird.
Genauer gesagt: Der relative Anteil der einzelnen Schwiggiormen an der Gesamtschwin-
gung hangt vor allem vom Anregungsort und vom Spektrum deedungs-Zeit-Funktion ab,
die Schwingstarke zusatzlich von der absoluten GroR&tirung.

4.2 Biegeschwingungen

Aus der Festigkeitslehre ist die Differentialgleichung diie Biegelinie eines Balkens mit kon-
stantem Querschnitt unter ruhender Belastung bekannt:

El,2(x) = — My, (z) (4.23)

Bei Belastung des Balkens durch eine Steckenjést lasst sich die Biegegleichung in der
Form

Bl % (x) = q(x) (4.24)
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angeben. Fuhrt ein Biegebalken nach einer Storung s@ilegshgewichtszustandes freie Schwin-
gungen aus, so ist die Durchbiegungicht nur eine Funktion des Ortes sondern auch der Zeit:
z = z(z,t). Auf ein Balkenelement der Langk: an der Steller wirkt bei einer Bewegung die
d’Alembertsche Tragheitskraft, die der Beschleunigumgpprtional und ihr entgegen gerichtet
ist. Der Balken erfahrt also bei seiner Schwingbewegung diynamische Streckenlast

0%z

_, 9% 4.25
Wop (4.25)

Q(x>t) =

Fur die freien Biegeschwingungen eines Balkens mit kariesta Querschnitt ergibt sich folg-
lich eine partielle Differentialgleichung 4. Ordnung:

Mz 0z

Fl,— = —ju—r 4.2
vort ~ Mor (4.26)

Wir suchen wieder nur Losungen der Fortr,t) = v(t)w(x), das heilt Schwingungen,
bei denen eine bestimmte Biegeform (Eigenform) vorliegtilér der Balken insgesamt eine
Schwingbewgung durchfuhrt. Durch diesen Produktansdialten wir, genau wie in vorigen
Kapitel, aus der partiellen Differentialgleichung zwewgdnliche Differentialgleichungen.
Die 1. Differentialgleichung fur die Zeitfunktion(¢) lautet wieder

i(t) =w(t) =0 (4.27)

Die 2. Differentialgleichung fur die Eigenschwingungsfen ist hier eine Differentialglei-
chung 4. Ordnung:

w2

wi(x) — —w(r)=0 (4.28)

c2

mit der Abkurzung? = % Die allgemeine Losung dieser Differentialgleichung kamder

Form
. [z Az . Az Az
w(x) = Asin <f) + B cos <f) + C'sinh (f) + D cosh <f) (4.29)

angegeben werden, wobki= L.,/ sein muss und eine beliebige Bezugslange ist, die wir
im Allgemeinen gleich der Balkenlange oder, bei zweifaetagerten Balken, gleich dem La-
gerabstand wahlen. Die speziellen Losungen (die Eigemagungsformen mit den zugehori-
gen Eigenkreisfrequenzen) hangen logischerweise vorRdedbedingungen fir die Biegeli-
nie, d.h. von den Lagerbedingungen des Balkens ab. BeiBifierentialgleichung 4. Ordnung
sind insgesamt 4 Bedingungen erforderlich. Fur einentfaiger der Langéd., der beix = 0
fest eingespannt ist, gilt: bei= 0 : w(0) = w(0) = 0und beiz = L : w(L) = w(L) = 0.
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Die beiden letzten Gleichungen lassen sich aus den Bedyeguaibleiten, dass am freien Bal-
kenende das Biegemoment und die Querkraft null sein mugsesden Randbedingungen fur
die Stellex = 0 ergibt sich, das§€’ = —A und D = —B sein muss. Damit fuhren die
Randbedingungen fir = L auf das folgende homogene lineare Gleichungssystem find
B:

A(sin A + sinh \) + B(cos A 4+ cosh A) =0 (4.30)
—A(cos A 4 cosh \) + B(sin A — sinh A) =0 (4.31)

Dieses Gleichungssystem hat nur dann nichttriviale L§sanwenn die Determinante der Ko-
effizienten verschwindet. Dies ist dann der Fall, wenn kéidgung der transzendenten Glei-
chungcos A\ = —ﬁ ist. An Hand eines Diagramms, in dem man die beiden links enlts
des Gleichheitszeichens stehenden Funktionen qualitehitig eintragt, lasst sich erkennen,
dass esx viele Losungen dieser Gleichung gibt, die sich fur grolRerté/der Variablen nur
wenig von den Nullstellen der Kosinusfunktion untersckaicine exakte, analytische Losung
der Gleichung ist aber nicht moglich, sondern die Nullstetler Determinante, die Eigenwer-
te, missen numerisch ermittelt werden. Auf 4 Stellen nach Komma gerundet, ergeben sich

die Eigenwerte zu:

A= g 40,3043 = 1,8751 (4.32)
3

Ae = S —0,0183 = 4,6941 (4.33)
5%

Ao = = +0,0008 = 7,8548 (4.34)

A = (2n— 1)% und n — o (4.35)

Zu jedem dieser Eigenwerte existieren Losungen der @iffealgleichung fur die Ortsfunk-
tion des Produktansatzes. die Eigenschwingungsformeddsmof vibration) des Freitragers
die aber, als Losung einer homogenen Gleichung, nur bieman konstanten Faktor, die
Schwingungsamplitude, bestimmt sind. Die zugehoriggeikreisfrequenzen, mit denen die
Schwingungen ablaufen, ergeben sich zu
Wy = (E)Q £ und n=1,2,3,... (4.36)
L p

Wie bei den Federschwingungen hangt auch hier der relatiteil der einzelnen Eigenschwin-
gungsformen an der Gesamtschwingung des Tragers vom émgegrt und vom Spektrum der
Erregerfunktion ab, die Schwingstarke zusatzlich nammder Grol3e der Erregung. Bei einem
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beidseitig gelenkig gelagerten Trager der Lahgait konstantem Querschnitt ist die Bestim-
mung der Eigenwerte wesentlich einfacher, da die in diesglihgEltenden Randbedingungen
w(0) = w(L) = 0. w(0) = w(L) = 0 Uber die Bedingunge® = C' = D = 0 auf die
Eigenwertgleichunginh A = 0 fuhrt, deren Losungei,, = nr und n = 1,2,3,... sind.
Die Eigenkreisfrequenzen werden in diesem Lagerungsfall

2 |EI
Wy = <n£> — und n=1,2,3,.. (4.37)
L Ju

und die Eigenschwingungsformen sind reine Sinusfunktione
wy(x) = A, sin (nLLx> und n=1,2,3,... (4.38)

Generell hat die erste Eigenform der Biegeschwingungemuliewsturch die Auflagerbedingun-
gen vorgeschriebene Zahl von Schwingungsknoten, d.h. vien(die bei der Schwingung in
Ruhe bleiben. Die folgende Eigenform hat immer einen Knatehr als die vorhergehende.



Anhang: Kontrollfragen

Einflhrung

10.

11.

. Welche Bewegungsvorgange nennt man Schwingungen?
. Wann ist eine Konstruktion ein schwingungsfahiges (del3i

. Wodurch kommt eine einmal angestofRene Schwingung zugRuh

Nennen Sie die Newton'schen Gesetze der Dynamik!

. Wie bezeichnet man die Newton’sche BewegungsgroReheut

Schreiben Sie das Newton’'sche Bewegungsgesetz fum pungktformigen Korper kon-
stanter Masse als Formel!

Far welchen Punkt eines starren Korpers gilt das Bewgggesetz in der gleichen Form
wie fur punktformige Korper?

. Was versteht man unter Drehmasse und Drehimpuls?

. Wie lautet der Drallsatz fur die ebene Bewegung desestdfbdrpers?

Was versteht man unter einem Freiheitsgrad der Bewé&gung

Wie viele Freiheitsgrade der Bewegung hat ein starcgp&rbei raumlicher Bewegung
und bei ebener Bewegung?

Schwinger mit einem Freiheitsgrad

Freie Schwingung des unge@impften Systems

1.

Hat die Schwerkraft tber die Schwingungsrichtung @wntal, vertikal) einen Einfluss
auf die Schwingungsdauer eines ungedampften Feder-Mastems?
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2. Von welchen Grol3en hangt die Schwingungsdauer eirgenipandels ab?

Freie gechmpfte Schwingung
1. Was versteht man unter dem Begriff Dampfung?
2. Welche physikalischen Phanomene konnen mechanistiveii@yungen dampfen?
3. Gibt es in der Realitat ungedampfte Schwingungen?
4. Was bedeutet das Wort Energiedissipation?

5. Welche Annahmen Uber die Reibkraft werden im Coulonfi@ecModell der trockenen
Reibung getroffen?

6. Welchen Einfluss hat die Reibungsdampfung auf die Erggaenz eines Feder-Masse-
Systems?

7. Zeichnen Sie qualitativ richtig den Zeitverlauf des Sitgwegs eines reibungsgedampf-
ten Schwingers nach Auslenkung und loslassen aus der Ruhe!

8. Was versteht man unter dem BeggNfiskositat*?

9. Von welchen GrolRen hangt die Dampferkraft beim Modetfilinearen, viskosen Damp-
fung ab?

10. Wie ist das Lehr'sche Dampfungsmaltiefiniert?

11. Fur welchen Wertebereich vdntreten gedampfte Schwingungen auf? Was Passiert fur
D-Werte aul3erhalb dieses Bereichs?

12. Wann spricht man von einem schwach gedampften System?

13. Zeichnen Sie qualitativ richtig den Zeitverlauf des\Biclywegs eines viskos gedampf-
ten Schwingers nach Auslenkung und loslassen aus der Ruhe!

14. Was ist die Abklingrate einer Schwingung?

15. Wie lasst sich aus Schwingweg- oder Beschleunigungsumgen beim Ruckschnellver-
such die Dampfung des Schwingers ermitteln?
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Harmonische Erregung

1. Was versteht man unter harmonischer Erregung eines Bgarsg?

2. Was bezeichnet man als VergroR3erungsfunktion der ergenen Schwingungen?
3. Was ist der Grund furr diese Bezeichnung?

4. Wie ist das Frequenzverhaltnjglefiniert?

5. Zeichnen Sie qualitativ richtig den Verlauf der Vergedlthgsfunktion (Betrag und Pha-
se) fur den Schwingweg des ungedampften und des visk@geten Einmassenschwin-
gers bei Krafterregung!

6. Was versteht man unter Unwuchterregung und in welchdarFitt sie in der Praxis
auf?

7. Zeichnen Sie qualitativ richtig den Verlauf der Vergedihgsfunktion (Betrag und Pha-
se) fur den Schwingweg des viskos gedampften Einmassemnsgers bei Unwuchterre-

gung!

8. Was versteht man unter Ful3punkterregung und in welch#enRritt sie in der Praxis
auf?

Allgemeine periodische Erregung

1. Wie lasst sich eine periodische Funktion charakteasie

2. Wie hangen die Frequenzen der Glieder der Fourierraitex @eriodischen Funktion
von der Periode ab?

3. Was versteht man unter dem Amplituden- und dem Phasetngpe&iner periodischen
Funktion?

4. Wie lasst sich mit Hilfe der Fourierreihe die Aufgabes &ichwingungsantwort bei all-
gemeiner periodischer Erregung zu ermitteln, auf den Fallhdhrmonischen Erregung
zurickfuhren?
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StoRantwort
1. Wann spricht man von einer Stof3anregung?
2. Was bedeutet der Begriff Kraftstol3?

3. Wie lasst sich die Wirkung eines Stol3es, dessen Daueksetim Vergleich zur Schwin-
gungsdauer des Einmassenschwingers ist, beschreibeziPdaiei der genaue zeitliche
Verlauf der Kraft eine Rolle?

4. Was ist ein Dirac-Sto3? Skizzieren Sie den Zeitverlasf 8ehwingwegs nach einem
Dirac-Stol3.

5. Wie sieht das Amplitudenspektrum eines Dirac-Stol3e® Wedche Folgerungen lassen
sich daraus in Bezug auf Stol3vorgange in Maschinen bzweru@ auf experimentelle
Schwingungsuntersuchungen ziehen?

Beliebige Erregung

1. Erklaren Sie die Begriffgstationar”,,instationar, ,transient’,,,deterministisch* und
»Stochastisch”!

2. Durch welche Transformation wird ein Schwingungsproblem Zeitbereich in den
Frequenzbereich Uberfuhrt? Welche Vorteile bringt eiésansformation?

3. Was versteht man unter débertragungsfunktion eines linearen Systems?
4. Was versteht man unter dem komplexen Frequenzgang eshesrfgers?

5. Zeichnen Sie qualitativ richtig den Verlauf von Realteid Imaginarteil des komplexen
Frequenzgangs eines schwach gedampften Einmassengensyin

6. Wie sieht das Nyquist-Diagramm des Einmassenschwirsyes3

Systeme mit zwei und mehr Freiheitsgraden

Freie Schwingungen des ungetmpften Svstems

1. Unter welcher Bedingung hat ein homogenes, linearesci@lagssystem nichttriviale
Losungen?
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2. Was versteht man unter einer Eigenschwingungsform utedt emem Eigenvektor eines
Schwingungssystems?

3. Welche Eigenschaften besitzen die Eigenvektoren eiclesiSgungssystems?

Erzwungene Schwingungen beim ungeiimpften System

1. Zeichnen Sie qualitativ richtig den Verlauf der Vergedhgsfunktionen eines ungedampf-
ten Zweimassenschwingers bei harmonischer Krafterregingy der beiden Massen!

2. Was ist der Modalraum eines Schwingungssystems und wlagichnen sich die Be-
wegungsgleichungen nach der Transformation in den Moalali@us?

3. Wann lasst sich ein Schwingungsproblem durch Transgtomin den Modalraum losen?

Erzwungene Schwingungen bei schwach gadpften Systemen

1. Welche beiden Moglichkeiten zur Berticksichtigungdampfung bei Mehr-Freiheitsgrad-
Systemen werden in der Praxis verwendet?

2. Welche Vorteile bietet die modale Zeitverlaufsrechn(RigMA) bei Systemen mit sehr
vielen Freiheitsgraden, z.B. bei FE-Modellen?

3. Lasstsich die THMA auch bei nichtlinearen oder starkégepften Systemen anwenden?

Schwingungen kontinuierlicher Systeme
1. Was sind stehende Wellen?

2. Erklaren Sie die BegriffgEigenschwingungsform;, Schwingungsknoten® ungschwin-
gungsbauch®!

3. Skizziern Sie die ersten drei Eigenschwingungsformen

- eines Freitragers (einseitig eingespannter Balken)

- eines beidseitig aufgelegten Tragers!
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